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L. SCHWARTZ. — Théorie des distributions 4 valeurs vectorielles (I). 1 


Ce travail a pour but l’extension aux distributions à valeurs vectorielles des 
principales propriétés des distributions scalaires (Théorie des distributions, 
Paris, Hermann, 1950-1951, et nouvelle édition du tome I, 1957). 

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé quasi- 
complet. L'espace ®’(E) des distributions sur R* à valeurs dans E est par 
définition l'espace £(; E) des applications linéaires continues de 9 dans E, 
9 étant l’espace des fonctions numériques indéfiniment dérivables à support 
compact sur R". On peut remplacer 9’ par d'autres espaces: &', 9’, ete... 

Le chapitre 1 étudie toutes les opérations ne faisant intervenir qu'une 
distribution vectorielle et une ou plusieurs distributions scalaires. 

Le § 1 définit un espace LeM associé à deux espaces vectoriels topologiques 
localement convexes séparés arbitraires; alors D'(E) n’est autre que D'eE. 
Si % est un sous-espace de 9’, muni d’une topologie plus fine que la topo- 
logie induite, on définit alors le sous-espace. 36(E) de’ D(E) comme étant 


HE. SiT e 4(D; E), sa transposée ÎT est une application linéaire continue 
de E/ dans Ÿ'(E! est le dual de E, muni de la topologie de la convergence 
compacte); ‘T(e’) se notera aussi (T, ë), pour e’ e E’. Alors on dira qu’une 
> < 

distribution T € D'(E) appartient scalairement à % si (T, e') e % pour tout 
@ e E’. On dira que # a la propriété € si, quel que soit E, toute distribution 
de 9'(E) appartenant scalairement à 36 appartient à 36(E); les espaces de 
distribution 9, 9’, &, 8’, #, ¥’, ont la propriété €. 

Soient 3, 3’, deux espaces de distributions en dualité (par exemple J, #"). 
Alors si S e %, Te, on peut définir un produit scalaire S» T, nombre com- 


> 
plexe. Si maintenant Se RE), Te#', on peut définir S-TEeE, et cette 
extension du produit scalaire a les propriétés d’hypocontinuité qu’on attend. 
On peut de méme étendre le produit multiplicatif, et définir par exemple 


aTe Y'(E) pour a € Oy, Te §'(E), et le produit de convolution et définir par 
exemple S «T e Y'(E) pourS e 0, feg’ (E). L’image Fourier d’une distri- 
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> > x > > 
bution tempérée T e §/(E) se définit par FT(e) = T(#p) pour toute 9e, 
= = <— . . 
ou par (FT, e =F (T, e') pour tout e’ e E’; la transformation de Fourier 
ainsi étendue échange multiplication et convolution. 
Le chapitre 1 étudie longuement le cas où E est lui-même un espace de 


distributions (théorie des noyaux). Si 46 = Di:, E quelconque T e€ Di1(E) 
est dite sommable sur R"; si = (Djs)c, et E= QD), Te (Di) (Dy) est dite 
partiellement sommable en x. Diverses applications aux opérations définies 
antérieurement sont étudiées. 

Le chapitre 11 étudie les opérations faisant intervenir 2 distributions à 
valeurs vectorielles. D'abord on étudie diverses topologies sur un produit 
tensoriel L @ M; on note ces topologies par L @à M, où à est l’une des 5 lettres 
t, y, B, x, €. Soient alors L, M, U, V, 4 espaces vectoriels quasi-complets. 


Pour teL Qr U,neM Qs V, on peut définir « un produit croisé » 


n n [a] . . 
Pme D Qu M) Qc (U @r Vv), dont on étudie systématiquement les 
propriétés. 

Plus généralement si 9, y, /, w, sont 4 des 5 lettres précédentes, on peut, 
dans certaines conditions, définir, pour te L Qe U, neM &,V, un produit 
croisé appartenant a (fc a M) @. (u Qe V). 

Ce produit croisé peut être appliqué aux différents produits de 2 distri- 
butions à valeurs vectorielles. 

Soient E, F, G, 3 espaces de Banach, et soit B une application bilinéaire 
continue de E x F dans G. Soient d’autre part #, À, £, 3 espaces de distri- 
butions, et soit U une application bilinéaire hypocontinue (S-T) >SuT 
de #6 X K dans & (par exemple le produit scalaire S-T si K = #’, = corps 
des scalaires; le produit multiplicatif si H = 9’, À = Oy, € = 9’; le produit 
de convolution si 46 = §’, K = Of, € — SJ’. Alors, si l’espace #H est nucléaire, 
et si l’on a en outre quelques autres propriétés peu restrictives, on peut définir 
un produit croisé SU Te £(G), pour Fe R(E), Te R(F); ce produit a les 
propriétés d’hypocontinuité qu’on peut normalement en attendre. 


J.-L. LIONS. — Sur les problèmes mixtes pour certains systèmes 
paraboliques dans des ouverts non cylindriques................. 143 


Soit Q un ouvert non cylindrique de l’espace R2 X R,, contenu dans t > 0; 
on donne dans cet ouvert un opérateur différentiel (ou un système d’opéra- 
teurs différentiels) de la forme 


Ae + d/dt, A= E(—A)IPIDZ(apq(z,)D2), [ph lal<m, 


l'opérateur A, étant elliptique pour tout t > 0. 


On montre que sous certaines hypothèses sur la frontière de Q, il existe une 
fonction u et une seule, solution de 


A,u + du/dt = f(x, t) (donné) 
avec 
u(z, 0) = 0 
et les dérivées en x de u d’ordre <m—1 étant nulles sur la partie latérale de 
la frontière de Q. 
La solution utilise divers espaces fonctionnels (chap. 1) et des considéra- 


tions d’intégrale d'énergie (chap. 11); on obtient des solutions « faibles ». On 
étudie diverses propriétés de stabilité de la solution. 
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L. NAÏM. — Sur le rôle de la frontière de R. S. Martin dans la théorie 
PR PO ORER PERE QE set ni Mapes sued eine) iset da 183 


Le présent travail montre le rôle de la frontière de Martin dans deux 
questions importantes de la théorie du potentiel: allure à la frontière des 
fonctions surharmoniques > 0 et problème de Dirichlet. 

On considére essentiellement un « espace de Green » Q, pourvu par défi- 
nition d’une fonction de Green G, et dont la réunion avec la frontiére de 


Martin A est l'espace de Martin À. Pour tout point x) € A, on sait que la 


fonction de Green « normalisée » G(s, y) (y e Q, yo fixé EQ), notée aussi 
G(a, Yo) 
K(z, y), admet pour zx, une limite K(x, y) harmonique > 0 en y, qui 
correspond biunivoquement à 2; 2 et K(x, y) sont dits minimaux si 
toute fonction harmonique > 0 majorée par K{x,, y) lui est proportionnelle. 
Après un premier chapitre de préliminaires où sont rappelées les notions 
indispensables pour la suite, on introduit, au chapitre 1, la notion nouvelle 
d’effilement à la frontière de Martin: l’effilement d’un ensemble Ec U en un 
point 3, € A est caractérisé, si z est adhérent à E, par l'existence d'une 
mesure m > 0 sur Q telle que 


à K(z,, y) dm (y) < limint [ K(z, y) dm (y). 
z>zx, rEE 

La théorie du balayage fournit des critéres essentiels. On en déduit par 
exemple une caractérisation nouvelle des points minimaux, qui se trouvent 
être les points de A où Q n’est pas effilé. Il en dérive une notion de pseudo- 
limite, plus faible que la limite selon la topologie de Martin, et utilisée de 
manière essentielle dans la présente étude: la pseudo-limite en un point- 
frontière z, nécessairement minimal, signifie la limite prise selon le filtre 
formé par les ensembles de complémentaire effilé en 2. 

Le chapitre 111 étudie l’allure à la frontière A d’une fonction surharmo- 


nique # > 0. On montre essentiellement ae apy admet en tout point 
minimal une pseudo-limite >0 finie en + ©, et que, pour 2 minimal, 
ie admet en x, une pseudo-limite finie > U. 

rai grâce à une étude de l’extrémisation d’une fonction harmonique h < 0, 


on voit que si est un potentiel de Green, ie admet 4 la frontiére une pseudo- 


limite nulle sauf sur un ensemble h-négligeable (c'est-à-dire de h-mesure har- 
monique nulle). Le cas particulier du demi-espace est examiné en détail. 

Le chapitre rv donne d’abord dans ( une forme nouvelle et très améliorée 
du principe classique du maximum, où la condition-limite est imposée non sur 
un voisinage du point-frontière, mais seulement sur un ensemble non effilé en 
ce point. = 

Puis on étudie l’allure à la frontière de la solution du problème de Dirichlet 
avec la frontière de Martin, dit aussi problème de Dirichlet-Martin. Ici encore 
la notion de pseudo-limite se substitue à la limite ordinaire, et permet 
d'étendre les traits essentiels de la théorie classique. 

Un dernier chapitre traite surtout des applications de la frontière de Martin 


| à l'étude axiomatique du problème de Dirichlet pour des frontières générales. 


On établit l’équivalence de deux axiomatiques connues, et l’on étudie l’allure 
à la frontière de la solution dans le cas le plus général. 
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Puis par une correspondance convenable établie entre la frontière de Martin 
et toute frontière pour laquelle la théorie du problème de Dirichlet est pos- 
sible, on ramène le problème de Dirichlet le plus général à un problème ana- 
logue relatif à la frontière de Martin, soulignant ainsi le caractère en quelque 
sorte universel de cette frontière. tes 

Cette correspondance entre les frontières a d'autres applications : par 
exemple, dans les domaines euclidiens plans ou bornés, les fonctions mini- 
males sont nécessairement non bornées. On achéve par quelques résultats 
généraux dans l’étude d’un phénomène connu « d'action à distance » dans le 
problème de Dirichlet. 


S. MIZOHATA. — Systèmes kowalewskiens..................... . 283 


On envisage des conditions pour que un système kowalewskien soit 
hyperbolique, en se bornant aux cas où les coefficients sont analytiques en z 
(coordonnées spatiales). 


J.-P. KAHANE. — Sur les fonctions moyennes-périodiques bornées. 293 


Dans la 1'® partie, introductive, on donne quelques propriétés simples des 
fonctions et distributions m.p. bornées, et on indique leur rapport avec les 
fonctions presque-périodiques. Dans la seconde, on étudie successivement 
dans les espaces C (fonctions continues), E? (fonctions localement € L?) et 9’ 
(distributions), les éléments pseudo-périodiques : ce sont ceux dont l’espace 
engendré par les translatés ne contient que des éléments bornés; la théorie 
des fonctions E?-pseudo-périodiques — due à Paley-Wiener — est reprise 
et complétée jusqu’au calcul explicite de la pseudo-période (1 = 2xA, A 
étant la densité supérieure de répartition du spectre). Dans la 3€ partie, on 
étudie certaines conditions pour qu'une f m.p. bornée ait sa série de Fourier 
absolument convergente : il suffit qu’elle soit égale à une fonction de la classe 
A sur un intervalle de longueur supérieure à 2xA; il suffit encore que son 
spectre ait des propriétés convenables. 


J. DIXMIER. — Sur les représentations unitaires des groupes de 
Lie algébriques .......... rte PRE LEE | Bee ee Oe het 5x 316 


Soient G un groupe algébrique réel, G° sa composante connexe, U une repré- 
sentation unitaire factorielle fortement continue de G®. Alors, le facteur 
engendré par les opérateurs U, pour s € G® est de type I, de sorte que la 
formule de Plancherel pour les groupes algébriques unimodulaires s’écrira en 
faisant appel uniquement aux représentations irréductibles et à la trace 
usuelle des opérateurs. 


J. KRAVTCHENKO et A. APTÉ. — Note sur la méthode d’inté- 
gration de Fourier des équations de la physique mathématique... 329 


Dans la pratique, la solution des problémes aux limites, posés relativement 
a une équation aux dérivées partielles linéaire, s’obtient sous forme d’un déve- 
loppement formel en série. La convergence du développement est souvent 
trop faible pour qu’on puisse le dériver terme à terme. On ne peut alors justi- 
fier ce procédé résolutif par un calcul direct. 
; Les Auteurs démontrent la validité de la méthode par un raisonnement 
indirect et sous des hypothéses plus générales que celles généralement admises. 
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R. GERBER. — Sur une classe de solutions des équations du mou- 
vement avec surface libre d’un liquide pesant.................. 359 


Le probléme considéré est celui de la résolution des équations des écoule- 
ments irrotationnels et avec ligne libre, d’un liquide parfait et pesant, dans 
un canal dont le fond est donné. 

Dans un travail antérieur de l’auteur il a été établi que ces équations 
admettent des solutions qui représentent des écoulements du type torrentiel. 

Il est donné ici un théorème d’existence pour des écoulements du type 
fluvial, qui au contraire des précédents, sont relativement lents et présentent 
une ligne libre dont la pente est de signe contraire à celle du fond. 

L’instrument principal des démonstrations est la théorie des points fixes de 
Schauder et Leray. 


R. DEHEUVELS. — L'intégrale de Lebesgue ............. Je sde set OO 


Cet article contient un exposé élémentaire de l'intégration composé pour 
un cours de licence. Partant d’une mesure abstraite sur un clan quelconque de 
parties d’un ensemble, l'intégrale est conçue à la fois comme fonctionnelle 
linéaire et comme fonction d'ensemble, ce qui permet d'atteindre rapidement 
et avec un minimum de notions tous les théorèmes fondamentaux. 
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THÉORIE DES DISTRIBUTIONS 
A VALEURS VECTORIELLES (*) 


par Laurent SCHWARTZ. 


INTRODUCTION 


Le présent ouvrage étend aux distributions à valeurs vecto- 
rielles les principales propriétés des distributions ordinaires ou 
distributions à valeurs scalaires (Théorie des distributions, 
Paris, Hermann, 1950-51, et deuxième édition du tome I, 1957). 
Tant qu'il ne s’agit que de définir les distributions vectorielles, 
la dérivation, la transformation de Fourier ou Laplace, ou le 
produit scalaire, multiplicatif ou convolutif d’une distribution 
vectorielle et d’une distribution scalaire, ou même les propriétés 
topologiques des espaces de distributions, il n’y a pas de diffi- 
cultés essentielles; les théorèmes sont ceux auxquels on s’at- 
tend, les démonstrations se déroulent de façon naturelle; toutes 
ces considérations font l’objet du chapitre 1. Au contraire, 
le produit scalaire, multiplicatif ou convolutif de deux distri- 
butions vectorielles sont des opérations beaucoup plus diffi- 
ciles; elle ne sont possibles que moyennant des hypothèses 
supplémentaires, souvent inattendues. Les développements 
correspondants font l’objet du chapitre 11, où le lecteur vérifiera 
que les démonstrations sont généralement longues et pénibles. 
Cependant les résultats qu’on pouvait espérer sont bien vrais, 
si l’on consent à faire des hypothèses restrictives assez fortes, 
mais inévitables. Et alors les théorèmes obtenus sont des outils 
assez forts, et permettent de résoudre simplement beaucoup 
de problèmes. 

*) On trouvera ici la première partie d’un mémoire dont la fin paraîtra dans le 


tome VIII des Annales de l’Institut Fourier. 
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Ce travail, bien que paraissant dans un périodique, a le 
caractère d’un livre. Il n’est absolument pas destiné à être lu 
de façon continue, mais plutôt à être consulté; il contient 
l'énoncé des conditions dans lesquelles on a le droit de faire, 
avec les distributions vectorielles, les diverses opérations qu’on 
souhaite naturellement faire. 

Nous utiliserons systématiquement les propriétés des distri- 
butions scalaires, et des espaces vectoriels topologiques. En ce 
qui concerne les distributions scalaires, nous ne donnerons pas, 
en général, de référence; il est bien évident que, quand nous 
étudierons la dérivée d’une distribution vectorielle, le lecteur 
devra connaître déjà la dérivée d’une distribution scalaire et 
ses propriétés essentielles. Par contre, pour tout ce qui concerne 
les espaces vectoriels topologiques, nous donnerons partout 
des références très précises. A la fin de ce livre, se trouve un 
index de toutes les notations et expressions spéciales utilisées 
avec référence bibliographique pour leur définition. Signalons 
cependant dès maintenant que, conformément à ce qui a été 
dit dans Scuwarrz [1], p. 139, nous utiliserons un accent 
circonflexe pour les variables muettes; f(z) veut dire: la 
fonction f:æ— f(x). 

Avant chacun des deux chapitres, se trouve un résumé, 
suivant d’assez près le texte, et permettant de s’y retrouver 
plus facilement. 

En principe, tous les espaces vectoriels topologiques consi- 
dérés seront supposés localement convexes séparés quasi- 
complets, comme il est indiqué page 8, page 50 et page 52. 
Ces hypothèses ne seront pas répétées dans les énoncés. Par 
exemple l'énoncé complet de la proposition 3 du chapitre 1 
devrait être : «Si les L; sont des espaces vectoriels topologiques 
localement convexes séparés quasi-complets, L; est quasi- 
complet, et il est complet si les L; sont complets ». Parfois il 
sera bon de ne pas faire cette hypothèse, car elle s’avére inutile; 
il sera alors spécifié dans l’énoncé que les espaces considérés 
(toujours localement convexes séparés) ne sont pas nécessaire- 
ment quasi-complets; c’est ce qui est fait, par exemple, à la 
proposition 4 du chapitre 1: les Lj, jeJ, ne sont pas néces- 
sairement quasi-complets, mais les L,, keK, sur lesquels il 
n’est rien dit, sont automatiquement supposés quasi-complets. 

La plupart des espaces rencontrés en analyse sont quasi- 


nl en > 


THÉORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 3 


complets, c’est pourquoi notre restriction n’est pas importante. 
Nous ne saurions trop conseiller au lecteur de toujours supposer 
les espaces quasi-complets, même quand ce ne sera pas nécessaire; 
cela simplifie toujours les démonstrations. La raison pour 
laquelle, parfois, nous n’avons pas fait cette hypothèse, est que, 
si F et G sont des espaces localement convexes séparés quasi- 
complets, l’espace 4,(F; G) des applications linéaires continues 
de F dans G, muni de la topologie de la convergence uniforme 
sur les parties bornées, ou le dual fort F; de F, ne sont pas 
nécessairement quasi-complets (ils le sont si F est tonnelé). 
C'est ce qui se présente, par exemple, dans la thèse de 
F. Bruhat ('). On trouvera les propriétés essentielles des 
espaces quasi-complets dans Schwartz [1], pages 90-92. 

La théorie des distributions à valeurs vectorielles a été déjà 
exposée dans un séminaire (*), mais les démonstrations y ont 
été très écourtées, et sont, dans la plupart des cas, insuffisantes. 
Les produits tensoriels topologiques de Grothendieck (*) y 
jouent un rôle essentiel. Parmi les principales applications déjà 
publiées, nous signalerons, outre la thèse de Bruhat déjà men- 
tionnée, celle de Lions (*) ainsi que les travaux ultérieurs du 
même auteur. La physique théorique utilise constamment des 
distributions à valeurs dans des espaces d’opérateurs (sous le 
nom de champs). 


(!) F. Bruhat, [1]. 

(?) L. Schwartz, [2], exposés 20 a 24. 
(3) Grothendieck, [4] et [5]. 

(*} Lions, [1]. 


RÉSUMÉ DES PRÉLIMINAIRES 


On donne d’abord la définition des propriétés d’approximation et d’appro- 
ximation stricte (p. 5); puis la définition des espaces de distributions, des 
espaces de distributions normaux et strictement normaux, de la propri 
_d’approximation par troncature et régularisation (p. 7); il en sera fait 

constamment usage. Il faut alors montrer que les espaces de distrib: 

usuels ont ces propriétés : proposition 1 (p. 6), corollaire de la proposition 
(p. 10), corollaire 2 de la proposition 4 (p. 12); d’autre part la propositi 
; et x: relie entre elles ces diverses propriétés, tandis que la proposition 
(p. 10) et son corollaire 4 (p. 12). relient les propriétés d’approximation d’un 
space et de son dual. — : = ES 
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LES PROPRIÉTÉS D’APPROXIMATION 


Dérinrrion. — On dit qu'un espace vectoriel topologique 
localement convexe séparé E a la propriété d’approximation (1) 
(resp. d’approximation stricte), si l'opérateur identique I de E 
dans E est adhérent (resp. strictement adhérent) au sous-espace 
E'@E (espace des applications linéaires continues de rang fini 
de E dans E) dans l’espace £.(E; E) (espace des applications 
linéaires continues de E dans E, muni de la topologie de la 
convergence uniforme sur les parties convexes équilibrées compactes 


de E). 


Remarque. — Si F est un espace localement convexe séparé, 
et si E a la propriété d’approximation (resp. d’approximation 
stricte), E’ ® F (espace des applications linéaires continues de 
rang fini de E dans F) est dense (resp. strictement dense) 
dans £(E; F). En effet, soit ue%,(E; F); lapplication 
oups de £,(E; E) dans {(E; F) est continue ; comme 
alors Ie%(E; E) est supposé adhérent (resp. strictement 
adhérent) à l’ensemble E’ @ E, u—=uel est adhérent (resp. 
strictement adhérent) à l’ensemble des up, veE'@E, qui 
est contenu dans E’ @ F. 

Dans les mêmes conditions, F’ ® E est dense (resp. stricte- 


ment dense) dans 2,(F; E). 


| 


Soit en effetue{(F;E); l'application » > veu de £,(E; E) 


(!) Cette propriété est étudiée systématiquement dans GROTHENDIECK [4], cha- 


| pitre x, § 5. C’est parce que nous avons besoin, dans le présent article, de la propriété 
| d@’approximation stricte, que nous avons écrit ces préliminaires. 
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dans {(F:E) est continue, d’où la conclusion par le même 
raisonnement que ci-dessus. 

De l’ensemble de ces deux résultats on déduit que E’ @ F est 
dense (resp. strictement dense) dans 4,(E; F), toutes les fois 
que E ou F a la propriété d’approximation (resp. d’approxi- 
mation stricte). 


Proposition 1. — L’espace ® des fonctions indéfiniment 
dérivables à support compact sur R" a la propriété d’approxi- 
mation stricte (‘). 

Soit (æ,),_,,. une suite de fonctions de ® telle que les ay 
forment une partition de l’unité sur R*(’). 

Soit Q, un cube de côtés parallèles aux axes de coordonnées 
et contenant le support de «,. Pour toute fonction We %,, on 


peut construire une fonction Ÿ',e6 et une seule, périodique, 
de cube des périodes Q,, et égale à Ÿ dans Q,. 


Alors Ÿ, admet un développement en série de Fourier 
Ÿ,= > ¢,,(¥) exp (— 2irl), 
LEZ" 


(L=(L, l, ... l,), système de n entiers de signe quelconque; 
la = La, +lx, +... + x): 
Les formes linéaires Ÿ— c,,(W") sont continues sur Do. 
Pour toute fonction © e 9, posons alors : 


(1) Lo= À (a(&)c,,(a,o) exp (—2irlà)). 
VEN 
<j 


Bien évidemment L;: ¢—> Lg, est une application linéaire 
continue de rang fini de ® dans lui-même. Montrons que, pour j 
tendant vers l’infini et pour + fixée, Ly converge vers ¢ 
dans 9. Comme le support de o est compact, il existe un entier 


(') Nous avons précisément indiqué, dans un mémoire antérieur (Scuwartz [1], 
page 121, note (29)), qu’il existe une suite d’applications linéaires continues de rang 
fini de D dans 9 convergeant vers I dans £,(D;D). Le résultat de la proposition 16, 
page 120 de ce mémoire (46 a la propriété d’approximation stricte), est indiqué et 
démontré ici page 12. 

(?) Soit (8,),=1,2.., une partition de l'unité sur R": il suffit de prendre 
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io > 9 tel que «o=0 pour v>yj,; alors Lj se réduit, quel 
ique soit 7 >j,, à la somme >». 
Y < jo 
, es , HU <J 
Mais, pour y fixé <7,, la somme 


“in { / n° A 
> ¢, y(ayo) exp (— 2irlt) 
<j 
‘converge, pour 7 ——, vers (4,2), dans 6; alors Lj converge 
‘dans ® vers Y a,(ayp), = Ÿ ao —9. Si maintenant 9 
v Lio Y <jo 
parcourt une partie bornée B de , on peut prendre le même 7, 
pour toutes les o e B, et on sait que >) c,,(x,9) exp (— Zirl®) 
< J 


| < 
iconverge pour j— 2% vers (4,2); uniformément pour ¢eB, 
done Lj converge vers 9 uniformément pour 5 eB et L, 
‘converge vers l'identité [ dans 4,9; 9), dat d: 


Proposition 2. — Soit E un espace vectoriel localement 
convexe séparé, F un sous-espace de E, muni d’une topologie 
\localement convexe plus fine que la topologie induite par E. Si, 
dans £,(E; E), I est adhérent (resp. strictement adhérent) à {(E; F), 
et si F a la propriété d'approximation (resp. d’ approximation 
stricte), il en est de même de E. 

En effet E’@Fest dense (resp. strictement dense) dans 
&(E;F), donc a fortiori dans 4(E; F) muni de la topologie 
‘induite par £,(E;E); et I est adhérente (resp. strictement 
adhérente) à £(E; F) dans £,(E; E) d’où le résultat. 


Définition. — On appelle espace de distributions sur R" un 
 sous-espace de l’espace 9’ des distributions sur R", munt d’une 
topologie localement convexe plus fine que la topologie induite 
par Ÿ. 

On dit qu'un espace de distributions # est normal (resp. 
strictement normal) s’il contient ®, si D a une topologie plus fine 
que la topologie induite par 4, et si en outre D est dense (resp. 
strictement dense) dans d6. 

. On dit qu’un espace de distributions 36 a la propriété d’approxt- 
mation par troncature, si, pour toute & e ®, la multiplication [a]: 
To aT, est une opération continue de # dans d6, et st, lorsque « 
converge vers 1 dans & en restant bornée dans 8, Vopération [a] 


converge vers Videntité I dans 2£,(46; 4). 
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On dit qu un espace de distributions 4 a la propriété d'appro- 
vimation par régularisation, st, pour toute p € ®, la régularisation 
fol: T+ T «0, est une opération continue de H dans d6, et st, 
lorsque le support de p > 0 converge vers l’origine en même 


temps que [.p(x) dx tend vers 1, {9} tend vers I dans (96; 4). 


Remarques. — Si 36 est normal et tonnelé, il suffit, pour 
qu’il ait la propriété d’approximation par troncature, que [x] 
soit une opération continue de 36 dans d6 pour «eŸ, et que, 
pour toute Te, «T parcoure une partie bornée de 4 lorsque 
a parcourt une partie bornée B de @. En effet cela signifie que 
les opérateurs [x], «eB, forment une partie bornée de 
4,(6; 4), donc équicontinue puisque d6 est tonnelé; comme 
alors, lorsque « converge vers 1 dans & en restant dans 
B, [«] converge vers I simplement sur le sous-espace dense 
D de #4, [x] converge vers I dans %,(96; 46) (’). 

De même, si 46 est normal et tonnelé, pour que 46 ait la 
propriété d’approximation par régularisation, il suffit que {9} 
soit une opération continue de d6 dans d6 pour pe%, et 
que, pour toute Ted6, oT parcoure une partie bornée de 
H lorsque p >0, an 0 (@) dx <1, et que 9 e D garde son support 
dans un compact fixe de R". Il suffit même, st 46 est en 
outre quasi-complet, que toute translation T +> 7,T soit conti- 
nue de 36 dans 4, et que, pour toute T e 46, les translatées +,T 
parcourent une partie bornée de # lorsque h reste borné dans R". 
Car alors l’ensemble des opérateurs 7, est borné dans £,(46; 4€) 
lorsque h reste borné dans R”, done équicontinu puisque # 
est tonnelé; de plus, la fonction +: À—#,, est une fonction 
continue sur R’, lorsqu'on munit {(%; 46) de la topologie de 
la convergence simple sur le sous-espace dense ® de %, 
donc une fonction continue à valeur dans %,(%6 ; 46) puisque sur 
une partie équicontinue la topologie de la convergence compacte 
est identique à la topologie de la convergence simple sur un 
sous-espace dense de 46. On a doncre 6°(£.(46; 56)). Comme en. 
outre £.(46; 46) est quasi-complet puisque # est quasi-complet 
et tonnelé (”), l'intégrale /,,p(k)t; dh a un sens pour oe D et 


(') Boursaxr [2], théorème 2, page 27, et proposition 5 page 23. 
(?) Boursaxr [2], corollaire 2 du théorème 4, page 31. 
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LA La La ae ) ? ? La r 
représente un élément o(+) de £,(46; 46) ('); cet élément n’est 
autre que la régularisation of, car, pour toute T e 46, on a 


> / > = > c 
o(7).T =( Jan e(R)Ts dh).T = Ju PCR) tT dh (’) 
dans 4, donc dans ®'; or dans ®’ le troisième membre vaut 
2 + T. Alors {pl est une application linéaire continue de 4 


dans 46, pour 9 e D°; si en outre 0 >0, /,,9(h) dh — 1, et que 
le support de eo tende vers l’origine, 9 tend vers à dans &,’, 
donc (7) tend vers (=) =, = I dans 4,(46; 46) (*), et 4 a 
[bien la propriété d’approximation par régularisation. 


Proposition 3. — Si 46 est un espace de distributions normal, 
sayant la propriété d’approximation par troncature et régulari- 
sation, il est strictement normal et a la propriété d approximation 
tricte. 

En effet, de approximation par régularisation, on déduit 
que & n 4 est strictement dense dans 46; par troncature on 
en déduit ensuite que ® est strictement dense dans & n d6 
(muni de la topologie induite par 96); donc 4 est bien stricte- 
ment normal. 

Soit ensuite (9)4-,.. une suite de fonctions de 9, 


% > 0, nex(z) dx — 1, telle que le support de p; converge 
vers l’origine pour ko. Soit d’autre part (4))j=1,2,... une 
suite de fonctions de ® tendant, pour ]—, vers 1 dans & 
en restant bornée dans @. Alors, dans £,(#6; 46), I est stricte- 
ment adhérente à l’ensemble des régularisations fp,}; mais 
{ex} est strictement adhérente dans 4,(36; 36) à l’ensemble 
des opérations {9,}°[%]; done I est strictement adhérente 
dans £,(4; 4) à l’ensemble des fp,}e[a;] = 4(9'; D) c4(%; 9) 
(puisque 4 a une topologie plus fine que la topologie induite 
par 9’); d’où la conclusion en application de la proposition 2 
(4@—E, D=F; F est bien sous-espace de E muni d’une topo- 


| - (f) Cet élément peut s’écrire e(), au sens de Scuwarrtz [1], théorème 2, page 122 : 
sce Dc &, t = 89(£,(H6; H)). at eee 

(2) Scæwarrz [1], proposition 17, page 123, appliquée à l’opérateur »: u>u.T 
de £,(46; 36) dans #6. a 

| (3) Scawarrz [1], corollaire 2 de la proposition 19, page 130. 


de: 
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logie plus fine que la topologie induite, puisque 46 est supposé 
normal; et ® a la propriété d’approximation stricte (propo- 
sition 1)). 


CorocLaire. — Les espaces D" et &" (m fini ou infini); 
D, 81: L?, Di et Dip AL p € + wo), B, B('); 9, 9%, Ou, D, 
S'(F)(), sont strictement normaux, ont la propriété d’approxi- 
mation par troncature et par régularisation, et la propriété 
d’approximation stricte. 


Proposition 4. — Si un espace de distribution 36 est normal, 
son dual #', muni de la topologie d6, de la convergence uniforme 
sur les parties convexes équilibrées compactes de 96, est un espace 
de distributions normal. Si en outre 56 a la propriété d’approæi- 
mation (resp. d’approximation stricte, resp. d approximation 
par troncature, resp. d'approximation par régularisation jet s’il a 
la topologie y de (4), alors 46, à la propriété d’approxima- 
tion (resp. d approximation stricte, resp. d’ approximation par 
troncature, resp. d’ approximation par régularisation). 

Les injections ® — d6—+' ont en effet des transposées 
(D'), > 4, — D, ou encore D — 46, —D'; comme D est dense 
dans 96, et 36 dense dans 9’ puisque ® est dense dans 9’, 
ces transposées sont des injections, et J6, est un espace de 
distributions; comme d6 — %’ est une injection, est dense 
dans 46’ pour la topologie o(d6’, 36); D est donc aussi dense dans 
d6' pour toute topologie compatible avec la dualité entre 
i’ et 46, en particulier pour J6,, qui est trivialement plus fine 
que a(d6’, d6) et moins fine que 7(d6’, 46)(*). 

Si 46 a la topologie y, la transposition u — ‘u est un isomor- 
phisme (algébrique et topologique) de £,(46; 46) sur £,(d6,; 46;). 

Soit en effet u € 4(6; 46); alors ‘we £(46,; 46). 

Réciproquement si » e £(46); 36), sa transposée u = ‘ est 
une application linéaire de (4;) dans (d6,)' c’est-à-dire de 4 
dans 46, continue pour la topologie y, donc pour la topologie 
initiale de 96 si celle-ci coincide avec y (‘); on a alors » = ‘u, 


avec ue {(46; JG). 


(!) Be est défini dans Scuwarrz (1), page 99, 5°. C’est l’espace @ des fonctions 
indéfiniment dérivables, bornées ainsi que chacune de leurs ee muni de la 
topologie de la convergence uniforme sur les parties compactes de 9! , 

(?) S'(T) est défini dans Scawarrz [3], page 200. 

(*) Boursax: [2], proposition 4, page 67, et corollaire du théorème 2, page 69. 

(‘) Cette topologie y sera étudiée au chapitre 1, § 1, page 17. 


a . 
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Ceci prouve que u —‘u est un isomorphisme algébrique de 
1(36 ; 4) sur £(46,; 46:). ‘ 

Montrons que cet isomorphisme est aussi topologique. 

Dire que w converge vers 0 dans £(46; 4), c’est dire que 
(u(x), y") converge vers 0 uniformément lorsque x parcourt 
une partie convexe équilibrée compacte de 4 et y' une partie 
équicontinue de 46’; comme l’enveloppe convexe équilibrée 
faiblement fermée d’une partie équicontinue est encore équi- 
continue (‘), on peut supposer que y! parcourt une partie 
équicontinue convexe équilibrée faiblement fermée; une telle 
partie est compacte dans 4, d’après le théorème d’Ascoli (°), 
et réciproquement toute partie convexe équilibrée compacte 
de 4, est équicontinue sur (%;), c’est-à-dire sur 46 par hypo- 
thèse; ainsi dire que u converge vers 0 dans 4,(4; 46), c’est 
dire que (u(x), y) converge vers 0 uniformément lorsque x 
parcourt une partie convexe équilibrée compacte de d6 et y 
une partie convexe équilibrée compacte de 4,; mais 
(u(x), y) = (x, ‘u(y')), et cela revient alors à dire que ‘u 
converge vers 0 dans {(4/; d@:). Ainsi u—‘u est bien un 1s0- 
morphisme topologique de £,(36; 36) sur £,(46,; 36.). 

Par ailleurs cet isomorphisme applique | sur I, 96 @ 4 
sur 46 © %', la multiplication [«] sur la multiplication [a], et 
la régularisation {p{ sur la régularisation {¢ {( (x) = p(—x)), 
d’où la conclusion. 


Remarques. — 1° Si 4 est un espace de distributions normal, 
#, (dual fort de 4) est aussi un espace de distributions; mais 
il n’est pas nécessairement normal, et de propriétés d’approxi- 
mation de % on ne peut pas déduire les mêmes propriétés 
pour d@,. Exemple: 4 = L', 46, = L”. 

920 Si E et F sont des espaces localement convexes séparés, 
u—>‘u est un isomorphisme (algébrique et topologique) de 
£(E; F) sur un sous-espace de £(F!; Ei) [espace des appli- 
cations linéaires continues de F, dans E;, muni de la topologie 
de la convergence uniforme sur les parties équicontinues de F’], 


(‘) Si H’ c #’ est équicontinue, son enveloppe convexe équilibrée H{ l’est aussi 
trivialement, donc aussi l’adhérence faible Hj de H/ (Boursaxt [2], proposition 4, 
page 23). ob 25 

(2) Car cette partie est faiblement compacte (Boursaxr [2], proposition 2, 
page 65), et sur cette partie les topologies s (#', H#) et 46 sont identiques (Bour- 
BAK1 [2], proposition 5, page 23). paw 
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et sur £.(F.; E;) tout entier si E a la topologie y; si en outre 
F a la topologie y, £.(F.; Ec) = 4,(F.; E). 

30 Si # est strictement normal, il ne semble pas qu’on puisse 
en déduire que 56, ait la même propriété. Mais si 946 est normal 
et a la propriété d’approximation par troncature et régulari- 
sation, alors 46, est strictement normal. En effet l'identité est 
strictement adhérente, dans %,(96; 46), au sous-espace des 
opérateurs for} o[a,]; comme u—‘u est continue de £,(4; 36) 
dans £, (€,; 46.) donc dans ,(96;; 46,), | est strictement adhérente 
dans £,(46;; 46.) au sous-espace des ${a,{o[f,]; alors tout 
élément T de 46! est strictement adhérent au sous-espace des 
([ay]e{é,})-TeD, et 46, est strictement normal. 


CoroLLaIRE 1. — Si #& est un espace de distributions normal 
ayant la topologie y de (SG), et la propriété d approximation 
par troncature et par régularisation, alors 36 et 56, sont stricte- 
ment normaux, et ont la propriété d approximation par tronca- 
ture et par régularisation, et la propriété d approximation stricte. 

ll suffit d’appliquer les propositions 3 et 4. 


CoRoLLAIRE 2. — ,", 67 sont strictement normaux, ont la 


propriété d approximation par troncature et par régularisation, 
et la propriété d approximation stricte. 

Considérons les espaces 4" définis dans un mémoire anté- 
rieur ('). 

D’après H, (page 97), 4" est un espace de distributions 
normal; d’après H, (page 98), 36” a la propriété d’approxima- 
tion par troncature. L’application de la proposition 2 à E — 4”, 
F = 9", montre que 96" à la propriété d’approximation 
stricte (*) puisque 9” a cette propriété; enfin 9" est stricte- 
ment normal (car D” est strictement dense dans 4” et D stricte- 
ment dense dans 9” pour sa topologie usuelle donc a fortiori 
pour la topologie induite par 46”). 

Le dual #4" est normal, et, si 46” a la topologie y, 4/" a la 
propriété d’approximation par troncature et la propriété 
d’approximation stricte; et il est alors strictement normal (car 
&’™ est strictement dense dans 4", et D est strictement dense 
dans &" donc a fortiori dans &'" muni de la topologie induite 
par d6.", donc ® est strictement dense dans 4”). 


(!) Scawarrz [1], page 97. 
(*) Voir note ('), page 6. 
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RESUME DU CHAPITRE I 


§ 1. Le produit « d’espaces vectoriels topologiques. 


Si L et M sont deux espaces vectoriels topologiques, on définit un espace 
LeM qui leur est canoniquement attaché; plus généralement, si (Lj)ier est un 
ensemble fini d’espaces vectoriels topologiques, on peut définir L;= € L; 

Ier 
(définition, p. 18). Le produit tensoriel @ L; est un sous-espace de _L, 
i€l 
(p. 19), et sur ce produit tensoriel, la topologie induite par L, est la topo- 
logie e de Grothendieck. La définition de L, à partir des L; est covariante avec 
les applications linéaires continues (proposition 4, p. 20). La proposition 2, 
p. 22, caractérise les parties compactes de L,. 

L’espace L, est quasi-complet (proposition 3, p. 29). 

On peut obtenir divers espaces isomorphes à L,, grâce à une partition de 
l’ensemble d’indices I (isomorphismes canoniques, proposition 4, p. 30); le 
corollaire 2 de la proposition 4, en particulier, est très important, et sera d’un 
usage constant. Le produit « est associatif : si (J, K) est une partition de l’en- 
semble d'indices I, L, est isomorphe à LyeLy (proposition 7, p. 38). Les 
propriétés particulières aux espaces complets (p. 41) sont destinées aux 
spécialistes, et ne seront pas utilisées dans la suite. Le cas des espaces de 
Banach est étudié p. 44. Nous avons vu plus haut que LeM induit sur 
L ® M la topologie < de Grothendieck; il est donc naturel de comparer LeM, 
qui est quasi-complet, avec le quasi-complété de L @, M; c’est l'objet de la 
proposition 14 (p. 46), et de ses corollaires 1 et 2, qui seront utilisés constam- 
ment. 

Dans tout ce § 4, il n’est pas question de distributions; mais le produit LeM 
va être la clef de voûte de toute l’étude des espaces de distributions vecto- 


rielles, qui va suivre. 


$ 2. Définition des distributions à valeurs vectorielles. 


Une distribution sur R" à valeurs dans E est par définition une application 
continue de 9 dans E (p. 49); l’espace de ces distributions est £(9; E) &9'eE 


et sera noté 9'(E). seb DA Et 
Pour tout espace de distributions 96, on peut définir un espace de distri- 


. . < og 
butions vectorielles #(E) = HeE (p. 52). Pour toute distribution T¢#(E), 
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= : aes art ID. 
et tout élément ee E’, on peut définir une distribution scalaire (T, 


hy 


2 <= 
réciproquement, si Te®/(E) est telle que, pour tout e’eE’, ( 
dans #, T est-elle dans R(E)? Tl en est ainsi si # à la propriété €, p. 53; 
beaucoup d’espaces usuels ont la propriété e (proposition 16, p. 59). L'’es- 
pace 8/(E) n’est pas l’espace des distributions 4 valeurs dans E, à support 


compact, que nous notons &'(E) (p. 61); ils coincident cependant si E est un 
espace de Banach. 


$ 3. Exemples de distributions à valeurs vectorielles 
et propriétés algébriques et topologiques. 


Une fonction scalairement localement intégrable à valeurs dans E définit 
une distribution, si certaines conditions supplémentaires sont vérifiées (pro- 
position 19, p. 66, proposition 20, p. 66, proposition 21, p. 67, et ses 
corollaires). La dérivation des distributions est triviale (p. 68); on peut 
effectuer le produit multiplicatif (proposition 21 bis, p. 70) ou convolutif 
(p. 72) d’une distribution à valeurs vectorielles et d’une distribution scalaire, 
dans les conditions auxquelles on peut s'attendre à l’avance; comme nous 
l'avons dit dans la préface, il n’y a là aucune difficulté, alors que les produits 
correspondants, pour deux distributions vectorielles (étudiés au chapitre 11), 
introduisent des difficultés très sérieuses. 

La transformation de Fourier (p. 73) et de Laplace (proposition 22, 
p. 76) n’offrent aucune difficulté, elles non plus. Tous ces développements 
sont essentiels et constituent, pour l’usage courant, la partie la plus impor- 
tante du chapitre. 

La transformation de Laplace plus générale, développée à partir de la 
p. 76, est au contraire uniquement destinée aux spécialistes, et son intérêt 
n’est pas prouvé. 

Une distribution scalaire est, localement, d’ordre fini et dérivée d’une 
fonction continue. Cette propriété n’est plus vraie pour les distributions vec- 
torielles ; les conditions dans lesquelles elle reste vraie sont énoncées à la pro- 
position 23 (p. 84), et ses corollaires 1 et 2, à la proposition 24 (p. 86), et ses 
corollaires 1 et 2. 


$ 4. Produits tensoriels topologiques d’espaces de distributions. 


Un noyau est une distribution T,,, sur un produit X'x Y", Il définit une 
opération linéaire continue u-> u+T de 9, dans ®!, et une opération linéaire 
continue » > T+» de D, dans 9; (p. 91). La réciproque constitue le théorème 
des noyaux (proposition 25, p. 93), lié au caractère nucléaire de l’espace D 
ou 8. Si #, et À, sont des espaces de distributions sur X! et Y", on peut alors 


étudier l’espace #,ef%, (p. 96). La proposition 28, p. 98, donne des exemples 
remarquables. 


2A? Re 
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Dans ces conditions, la transformation de Fourier pour un produit X!X Y™ 
apparaît comme un produit tensoriel de transformations de Fourier (propo- 
sition 29, p. 98). Les propriétés liées à la régularité locale (p. 99) ou à la 
compacité des supports (p. 100) jouent un rôle important. Ensuite sont 
étudiés les noyaux définissant l'identité (p. 102), les opérations de convo- 
lution (p. 103), ou les opérateurs différentiels (p. 106), enfin les noyaux qui 
sont des fonctions (p. 111). Deux noyaux, S,, sur X!X Y", NS UE Le 
peuvent être composés au sens de Volterra, s'ils ont des propriétés conve- 
nables (proposition 34, p. 114). Les lois de composition des noyaux semi- 
réguliers ou semi-compacts sont les plus importantes (proposition 35, p. 120). 
Les distributions semi-tempérées sont celles sur lesquelles on peut effectuer 
une transformation de Fourier partielle (p. 123). Le paragraphe se termine 
par une brève étude des noyaux vectoriels (p. 124), d'intérêt secondaire. 


$ 5. Distributions sommables. 


Une distribution à valeurs dans E est sommable si elle appartient à ®(E) 
(p. 128). On peut alors définir son intégrale, qui est dans E (p. 129); la 
proposition 36 en donne les propriétés essentielles. La proposition 37 (p. 129) 
relie le produit scalaire à l’intégrale du produit multiplicatif. On étudie ensuite 
les distributions de 9, ,(E) qui sont partiellement sommables en x (p. 130); 
l'intégrale partielle permet d'exprimer, avec une notation fonctionnelle 
commode, les opérations définies par des noyaux. La proposition 38 (p. 135) 
et son corollaire (p. 136) donnent une règle de Fubini pour le calcul d’une 
intégrale double vectorielle par deux intégrations simples successives. 
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CHAPITRE PREMIER 


DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 


§ 1. Le produit € d’espaces vectoriels topologiques. 


Le dual L; d'un espace localement convexe séparé L. 

Soit L un espace vectoriel topologique localement convexe 
séparé, L' son dual. On appelle L; le dual muni de la topologie 
de la convergence uniforme sur les parties convexes équilibrées 
compactes de L. Si L est quasi-complet, cette topologie est celle 
de la convergence uniforme sur les parties compactes, puis- 
qu’alors l'enveloppe de toute partie compacte est précompacte (’) 
et complète donc compacte. Comme les parties convexes équi- 
librées compactes de L sont a fortiori convexes équilibrées 
faiblement compactes, il résulte du théorème de Mackey (’) 
que le dual (L,)’ de L£ est L. La topologie de L est celle de la 
convergence uniforme sur les parties équicontinues de L’; 
c’est aussi la topologie de la convergence uniforme sur les 
parties équicontinues convexes équilibrées faiblement fermées 
de L’, car lenveloppe convexe équilibrée faiblement fermée 
d’une partie équicontinue est encore équicontinue (*). La topo- 
logie de (L,); est celle de la convergence uniforme sur les parties 
convexes équilibrées compactes de Li; comme toute partie 
équicontinue de L’ est relativement compacte dans Li (‘, 


(‘) Bourgaxt [1], page 80, proposition 2. 

(?) Boursax: [2], pages 68-69, théorème 2 et corollaire. 

(*) BourBaxi [2], proposition 4, page 23, avec E = L, F = C. 

(*) On trouvera une variante de ce théorème dans Boursaxr [3], page 43, théo- 
réme 1 (appliqué à E = L, F = corps C des scalaires); le fait que E soit localement 
compact n’est utilisé que pour démontrer que la condition est nécessaire, non pour 
démontrer qu’elle est suffisante. On pourra aussi remarquer que si H’ c L' est équi- 


= 
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(L:). est plus fine que L. Les topologies (Li); et L seront iden- 
tiques toutes les fois que les parties convexes équilibrées 
compactes de Li seront équicontinues; c’est-à-dire si L a la 
topologie de la convergence uniforme sur les parties convexes 
équilibrées compactes de Li. 

On appellera en général y cette topologie (Li), et on dira 
que L a la topologie y si (Li), = L. Comme les parties convexes 
équilibrées compactes de Li sont a fortiori convexes équilibrées 
faiblement compactes, y est moins fine que t(L, L’), doncinter- 
médiaire entre la topologie initiale et +(L, L’). En particulier, 
toutes les fois que L a la topologie + de Mackey, il a la topo- 
logie y. Mais L peut avoir la topologie y sans avoir la topologie 7. 
Par exemple, quel que soit l’espace localement convexe M, 
L = M a la topologie y (et n’a pas la topologie + s’il y a dans 
M des parties convexes équilibrées faiblement compactes, 
mais non compactes). En effet les parties convexes équilibrées 
compactes de Li = (M): sont a fortiori convexes équilibrées 
compactes dans la topologie moins fine M, donc sont des parties 
équicontinues de L’. 

On a done ((L!).): = Li, quel que soit L. Pour que L ait la 
topologie +, il faut et il suffit qu’il existe M tel que L = M.; 
nous venons de voir que c’est suffisant, et c’est nécessaire, car, 
si L a la topologie y, on a (14), = L done L = M, avec M = Lx. 
Parler d’un espace L ayant la topologie y ou parler de deux 
espaces L, M, tels que L = M;, M — Li, c’est la même chose. 

Les espaces de distributions usuels ont la topologie y: 5” et 
6" (m fini ou infini), 9’, 6, 4, 4", Ou, O6, Ly Dul(l< p< 0), 8, 
Die(li<p< +), parce qu'ils sont tonnelés; DR te 
puisqu'ils sont de la forme M. ("). 


continue, son adhérence faible H’ l’est aussi, H' est compacte pour la topologie 
faible (Boursaxi [2], proposition 2, page 65), et sur H’ la topologie faible coincide 
avec la topologie induite par L;, (BourBaKt [2], proposition 5, page 23). ; 
(') 27 est un LF, 6" et F sont des espaces de Fréchet, L? est un Banach, Dp et 
æ° sont des espaces de Fréchet (Boursaxi [2], corollaire de la proposition 1, page 2, 
et corollaire 2 de la proposition 2, page 2); 9’, &’, §', Dip (1<p<), sont des duals 
d’espaces semi-réflexifs (BouRBAKI [2], proposition 4, page 88); Dis est le dual d'un 
espace de Fréchet distingué ° (GrormenDiEcx [2], théorème 7, page 73); donc tous 
ces espages sont bien tonnelés. Oy et Of sont tonnelés d’après GÉOFHENDIECE [5], 
théorème 16, page 131. Enfin un espace tonnelé à la topologie + de Mackey d après 
Bourgaxi [2], proposition 5, page 70. Pour l'étude des Dir, DI P, B ; Bes voir 
Scuwarrz [1], pages 99-102, [5], chapitre v1, § 8, et le présent mémoire, début du 
chapitre 1, § 5. 
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Les espaces € L; — e((Liier) = Li et € (L;; M). 
EI i 


D&rinition. — I étant un ensemble fini d'indices, les L' 
étant des espaces vectoriels topologiques localement convexes 
séparés, Li — ¢ L, est l’espace vectoriel des formes multi- 


iEl 
linéaires sur || (Li), hypocontinues (') par rapport aux 
i€l 
parties équicontinues des Li; il est muni de la topologie (locale- 
ment convexe séparée) de la convergence uniforme sur les pro- 
duits de parties équicontinues des L;. Plus généralement, si M 
est localement convexe, € (L;; M) sera l’espace vectoriel des 
i€l 


applications multilinéaires de [[(L;)} dans M, hypocontinues 
i€l 

par rapport aux parties équicontinues des L;; il est muni de la 
topologie de la convergence uniforme sur les produits de parties 
équicontinues des Li. 

Si I ne contient que 2 éléments 1, j, nous noterons aussi par 
LL; l’espace Li. 

D'autre part, nous dirons, par abréviation, e-hypocontinue, au 
lieu de : hypocontinue par rapport aux parties équicontinues des Li. 

Enfin, sauf mention expresse du contraire, les L; et M seront 
supposés séparés quasi-complets. 

Nous verrons alors que E (his M) est isomorphe, algébri- 


quement et topologiquement, à e((Li)ier, M) et à LieM (corol- 
laire 1 de la proposition 4 et corollaire 2 dela proposition 7). 
Ainsi la notation € (L;; M) n’est-elle que provisoire. 

il 


(!) On trouvera les propriétés des applications bilinéaires © — G-hypocontinues 
de E X F dans G dans Bourgaki [2], chapitre 111, § 4. 


Soient E;, ie I, et F des espaces vectoriels topologiques; ©; une famille de parties 


bornées de E; telle que U A; = E;. On dit qu’une application multilinéaire u 
A ES; 
de ILE dans F est hypocontinue par rapport aux familles ©; si, pour tout je], 
ie! 
boat cone W de O dans F, tout système de parties A;e &;, iel, Ne) J, il 
existe un voisinage V; de O dans E; tel que u((B er) eW pour if fev i Tie A, 
pour ij. 
Cela entraîne les conséquences suivantes : 
a) u est séparément continue; 
b) la restriction de u à ( Il A;\ x Ej est continue. 
IE, ij 


Propriétés analogues pour les ensembles (S;);er-équihypocontinus d’applications 
multilinéaires. 


sait mine —_ 
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L'injection canonique @ L; — € L.. 
i€l i€l 


Soient |; e L; des éléments des espaces L;. Ils définissent un 
élément de « L;, la forme ira. Il si l,). On définit ainsi une 
i€l i€l 


application multilinéaire de |[ L; dans L;, donc une application 
iEl 
linéaire de 8 L, dans 14. Cette application linéaire est injective, 
t 
car on sait que l’application canonique de ® L; dans l’espace 
i€l 
de toutes les formes multilinéaires sur || L; est injective. (On 
i€l 
le voit par récurrence sur le nombre n d'éléments de I. C’est 
évident pour n= À, où les produits € et ® se réduisent à 


l'unique espace L considéré. Supposons démontré que l’appli- 


cation est injective lorsque l’ensemble d'indices a n— 1 éléments. 
Pour simplifier, supposons I = (1, 2,...n). Considérons un 


~ 


élément À de ® L, dont l’image À dans L, soit nulle. Cet élé- 


FX a > = i=n > 
ment peut s’écrire Ÿ Li, x ® Aa, Awe ® L, les l,, étant indépen- 
a i= 2 


dants. La forme multilinéaire qu’il définit sur [[ L; est 
iEl 


Certs. D) ein PK (be. D) 


en désignant par À, l'image de À, dans € Ly 


i=2 
D’après le théorème de Hahn-Banach, les /,, étant indé- 


pendants, on peut, pour tout indice B, trouver li, tel que 
(ig, 12) — 0 pour «#6, — 1 pour a= 8. Alors la forme 
multilinéaire précédente ne peut étre nulle que si Ag est nulle, 
ce qui implique que Ag soit nulle d’après l’hypothése de récur- 
rence. Comme c’est vrai quel que soit l'indice B, l'élément 
considéré À dans ®L, était nul). Aussi considérerons-nous 


i€l 


désormais @L, comme sous-espace vectoriel de Ix. Dans ces 
i€l 
> > 3 
conditions, l’application ie a co l, de [[ L, dans L; est continue. 
i i€l Le 
Si L,, ... L,, sont identiques au corps des scalaires, EL; est 
identique à L,, algébriquement et topologiquement (en iden- 
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tifiant l’élément J, de L, à l'élément {, @ 1 ... ® 1 de 8 L). 
t 

Plus généralement si L,, ... L,, sont de dimension finie, Ly est 

identique à ® L, (en effet tout élément de L, définit une 


i=1 i=n 


application multilinéaire de IT Li dans le dual de (L,), c’est-à- 


dire dans L,, et une telle application est alors définie par un 


élément de L, ® (2 L.)). 


i=2 
Compatibilité avec les applications linéaires continues. 


Proposition 1. — Soient L;, M;, des espaces vectoriels loca- 
lement convexes séparés (non nécessairement quasi-complets), 
dépendant d’un même ensemble d'indices I, et soit, pour chaque 1, 
u; une application linéaire continue de L; dans M,. 

Il existe une application linéaire continue canonique, notée uy 
ou ®u; ou € u;, de Lx dans Mi, qui prolonge l’ application sé U; 

i€f 


i€l il 
de ®L, dans ® M,. Si les u; sont injectives, u; est injective; si les 
il i€l 


u; sont des monomorphismes, w est un monomorphisme. 

Si, pour tout 1, u; parcourt un ensemble équicontinu H; d’ap- 
plications de L; dans M;, uw parcourt un ensemble équicontinu 
d'applications de Li dans M.. 


Soit en effet X e Li. On définit w.X par 
(152) (u.X) ((mi)ier) = X((‘u:-mier). 


Alors U;.X est bien une forme multilinéaire sur || (M,). 
El 
Montrons qu’elle est e-hypocontinue. Pour simplifier, sup- 
posons I= (1, 2,... n). Si m, 1 > 2, parcourt une partie 
équicontinue B; de M}, ‘w;.m; parcourt une partie équicontinue 
‘u;.B; de L;, parce que l’image réciproque, par u;, du voisi- 
nage B; de O de M; est un voisinage de O de L,('). Si m, 
converge vers O dans (M,)., ‘u,.m, converge vers O dans (L,)!, 
parce que l’image par u, de toute partie convexe équilibrée 


(') Nous utiliserons constamment dans la suite la proposition 2, page 101 de 
Boursaxi [2]. Nous l’appliquons ici pour B = B/0, A = uj! (B/9). 


t 


4 
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compacte de L, est convexe équilibrée compacte dans M,. Comme 
RSC cee eh = ‘ 
alors X est e-hypocontinue sur [[(L), ur. X est bien e-hypo- 
i€l 
continue sur IL (M) done w.XeM,, et w est bien une 
iEl 
application linéaire de L; dans M; elle coïncide bien, sur 
® L;, avec Papplication canonique ®u; de ®L; dans @ M. 
i€l a! i€l iEI iEI 
S1 maintenant X converge vers O dans Li, w.X converge 
vers O dans Mi; si en effet les B; sont des parties 
A = = ; oe {x s — 7 
équicontinues des M}, (uy. X) (I[B;) =x I] (Bi), et 
il iEl 

nous venons de voir que les ‘u;.B: sont des parties équi- 
continues des L;; donc u; est continue. Plus généralement 
soit, pour tout 1, H; une partie équicontinue de 4(L;; Mj). 

3 t ! ‘ : 4 : 
Alors U u;.B; est encore une partie équicontinue de Li, 

u€H: 
À ! sul à 
parce que u;'((B‘)°) est un voisinage de O de L; en vertu de 
l L 
u.€H. 
. . Se Se 
l’équicontinuité de H;; alors, si X converge vers O dans Ly, 
ur. X converge vers 0 dans M;, uniformément pour (u;)jer € I[H;; 
i€l 


autrement dit l’ensemble des w, pour (u;);a € || H;, est une 
partie équicontinue de £(L;; Mi). ome 

Supposons que chaque u; soit injective. Montrons que w est 
injective. Soit en effet XeL; tel que w.X =O. Cela signifie 
que X est nulle sur [J (‘u,.M!). Mais, u; étant injective, ‘u;.M; 
est faiblement dsticbbians L', done dense dans (L;), puisque 
le dual de (L,); est L; Donc X, étant séparément continue 


c 


sur [| (Li, est nulle, et u est bien injective. Cela nous per- 
iEl 

mettra, si, pour tout i, L; est un sous-espace de M; muni d'une 

topologie plus fine que la topologie induite, d'identifier Ly à un 


| sous-espace de Mi, muni d’une topologie plus fine que la topo- 


~—y 


logie induite. 
supposons maintenant que u; soit un monomorphisme, 
c’est-à-dire un isomorphisme de L; sur u;(L;) ¢ M; Montrons 
que w est un monomorphisme. Supposons done que w.X 
AMES 
converge vers 0 dans M, nous devons montrer que X converge > 
vers 0 dans Ly. Soient donc A! des parties équicontinues des L;; 
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== 


nous devons montrer que X converge vers 0 uniformément 
sur [| Aj. 

ier 2 : ; 

Soit 1; e L! ; puisque u, est un isomorphisme de L; sur u;(L;), 

ets eae oe ’ < 

THE TEST € Be l;) est une forme linéaire continue (a), sur u;(L;); 

< < 5 ¢ 

de plus, lorsque /; parcourt A;, (i), parcourt un ensemble équi- 

continu (A;), de formes linéaires sur u(L;). D’après le théorème 


de Hahn- Banach, (CA )) peut-être prolongé en une forme linéaire 


ee 


continue mi, sur M, et de manière que, lorsque (i), parcourt 
(A), les mi parcourent un ensemble TOR B: de formes 


linéaires sur M;. On a alors ‘u;. mi = Lig’ u;.B; = À;, et puisque, 
par HYpothèse: uy. X converge vers 0 uniformément sur 


1 > D . [2 / 
][ B:, X converge bien vers 0 uniformément sur [[ A; et w est 
i€l i€l 
bien un monomorphisme. Cela permet, si L; est, pour tout z, un 
sous-espace vectoriel topologique de M,, d'identifier L; à un 


sous-espace vectoriel topologique de Mi. 


Remarques : : 10 Si les u; sont épijectives, ur n’est pas néces- 
sairement épijective, et si les u; sont des épimorphismes, w 
n’est pas nécessairement un épimorphisme. 

2° Si L, M; N; sont des espaces localement convexes 
séparés, non nécessairement quasi-complets, et si l’on a des 
applications linéaires continues u;e{(L,; M;), »;¢4(M;; N,), 
w;=9,cu,€ 2(L;; N;), on a aussi m1 = vie wi. 


Ensembles ¢-équihypocontinus de formes multilinéaires sur 
[I (Lx et parties relativement compactes de Ly. 
i€l 

Proposition 2. — Soit H un ensemble de formes multili- 


néaires sur || (L 
il 

Les 3 propriétés suivantes relatives à H sont équivalentes : 

a) H est e-équihypocontinu; 

b) H est séparément équicontinu, et équicontinu sur tout pro- 
duit de parties équicontinues des Li; 

c) H est une partie relativement compacte de Ly. 

Le fait que a) implique b) est trivial (même si les L, ne sont 
pas quasi-complets (')). 

Montrons que a) implique c) (même si les L; ne sont pas 


(1) Voir note (1) page 18. 
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quasi-complets). Tout d’abord si l’on a a), He Ly. Soit alors VU 
un ultrafiltre sur H. Comme H est borné pour la topologie de la 


convergence simple sur |[Li, Wl converge simplement vers 
i€l 


une forme multilinéaire X. Mais comme H est e-équihypo- 


. = 4 ° a = 
continu, X est «-hypocontinue donc XeL,('). Enfin, si les 
Aj, te 1, sont des parties équicontinues, convexes équilibrées 
faiblement fermées, donc compactes dans les (L;), H est équi- 


continu sur [[A; d’après b), et comme [[A; est compact, 
ICE iEl 
4 converge vers X uniformément sur | [A;(*); donc U converge 
= i€I 

vers X dans Ly, et H est bien relativement compacte. 
Supposons maintenant les L; quasi-complets, et montrons 

que b) entraîne c) et que c) entraîne a). Soit ‘U un ultrafiltre sur 

H, H vérifiant la propriété b). H est borné pour la topologie 


de la convergence simple, donc ‘U converge simplement vers 
a 
une forme multilinéaire X. Puisque H est séparément équi- 
> 


continu, X est séparément continue; puisque H est équi- 
continu sur tout produit de parties équicontinues des L;, X 
est continue sur tout produit de parties équicontinues des Li. 
Par ailleurs, si les A} sont des parties équicontinues faiblement 
fermées des Li, elles sont compactes dans les (L;),, H est équi- 


continue sur [| Aj, donc la convergence de ‘U vers X est uni- 
iEl 
forme sur || Aj; si nous montrons qu’en vertu des propriétés 
i€l 
% al 2 : > 
ci-dessus, X est dans Li, c est-à-dire que X est «-hypo- 
continue, alors cela prouvera que H est dans L; et que c’est 
une partie relativement compacte de L4 Pour simplifier, 
prenons I = (1,2,...n). sait Ga 
. r ° = A / / / , ® 
Considérons la forme linéaire ux (Ui, NT 1’) sur L, définie par 


<< 


(1,4;2) <i, ux(é,...f))=X(, & -.. i) pour tout le Li. 
Lorsque les ii. i= 2,...n, sont fixés, et que if converge vers 
0 dans (L,):, le second membre converge vers 0 puisque X 


: 1 
est séparément continue; donc ux(l, Fi 1.) est une forme 


(‘) Boursaxr [2], chapitre 11, § 3, n° 5, proposition 4, page 23. 
(2) Boursaxtr [3], chapitre x, § 3, n° 7, proposition 14, page 34. 
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ec ‘ . 7 71 

linéaire continue sur (L,), autrement dit ux (ii, 1e DE La: 
Tv < <- < < , 

Alors ux, définie par ages iP) ~uz(t, hy a est une appli- 


l=n 
cation multilinéaire de [[(L;) dans L,. Montrons que cette 
= 9 
application linéaire est continue sur tout produit de 
5 ial ecrt ; 
parties équicontinues des Li, i=2,... n. Soient done Aj, 
i=2,... n des parties équicontinues des L;, faiblement 
fermées, donc compactes dans les (L;).. Soit aussi A; une 
> 
partie équicontinue faiblement fermée dans L;. Comme X 
= 
est supposée continue sur || Aj, elle est continue sur [| A; 
i€l t= 
<= ss £ — 
pour /, fixée dans Aj, et uniformément lorsque J, parcourt le 
ee i 0 
compact Aj: si (ii, ...U) converge vers ((Zi),, 334193) dans 


ITA: X (i, i; vee Dee (iis Fa (7),) converge vers 0 


. =F . . 
uniformément pour le A,;; autrement dit, puisque la topo- 
logie de L, est précisément celle de la convergence uniforme 
sur les parties équicontinues faiblement fermées de Li, 

<= a < < h 
Ux (Bs e I) — ux((B),, sat (7:),) converge vers 0 dans L,, ce qui 

i=n i=n 
montre bien la continuité de ux sur |[ A;. Comme alors [| A; 
i=n t=3 == 
est compact, son image ux ILA‘) est un compact de L,; comme 
= 
la topologie de (L,): est précisément celle de la convergence 
uniforme sur les parties compactes de L,, puisque L, est quasi- 
complet, on voit que, si } converge vers 0 dans (L,)i, et 
< = SE ae 
que les l,i>>2, parcourent les Aj, X (1,0... i’) converge 
vers 0. En faisant le même raisonnement pour i= 2...n, 
on voit que X est bien e-hypocontinue et b) entraîne c). 

Montrons enfin que, si les L; sont quasi-complets, c) entraîne 

a). Soit donc H une partie compacte de L1 A tout Xe Li 
in 

associons l’application multilinéaire ug de [[(L:}{ dans L,. 
t=2 

Comme la topologie de L, est précisément celle de la conver- 

gence uniforme sur les parties équicontinues de Li, la topologie 

de Lx est précisément celle de la convergence de uz, uniformé- 

ment sur tout produit de parties équicontinues des Li, i =2...n. 


Pk qe owl 
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; oa ; oh ae ’ 
S1 alors les Aj, it = 2... n, sont 2 nee à compactes dans 


in in 


les (L,),, DATI A; est compact dans [[{L;)!; et comme 


i=2 i=2 


pe 14 ben = a uz! 6 = 2, …. 4 


i=n 


est continu de L; X Il A; dans L, (puisque séparément conti- 
: v= 


nue en X, GARDE 2 pour()_, .ne |[ Aj, et séparément 


i=2 


« =. 
continue en FAP 


» 


bs l’image par cette application du com- 


i=n i=n 


pact H x ILA, c’est-à-dire U ux (IL Aj ), est un compact de L,. 
Comme L, est HE piée le topologie de (L,). est celle de 
la convergence uniforme sur les parties compactes de L,, donc, 
si 1 converge vers 0 dans (L,)., et que les i: parcourent les Aj, 
D OT MEE ENP: i) converge vers 0, uniformément pour 
XeH. En faisant le même raisonnement avec t = 2,...n, on 
voit que H est ¢-équihypocontinu, et c) entraîne bien a). 


Remarques. — 19 Si l’ensemble d’indices I a au plus deux élé- 
ments, a), b), c) sont encore équivalentes, lorsque H est réduite 


à une seule forme multilinéaire X sur [[(L;), même si les L, 
ne sont pas quasi-complets. ae 

Soit en effet I = (1, 2), et soit X une forme multilinéaire 
vérifiant b). On peut choisir la partie équicontinue A, non 
seulement compacte dans (L,), mais convexe et équilibrée. 
Alors ux (A!) est convexe équilibrée compacte dans IL. 
Comme la topologie de (L,)}; est celle de la convergence uni- 
forme sur les parties convexes équilibrées compacte de L,, on 
voit que X(E, i.) converge vers 0 lorsque Ii converge vers 0, 
uniformément pour ii e A‘. En échangeant le rôle des indices 
1 et 2, on voit que X est bien ¢- hypocontinue. 

2° Supposons les L; complets. Alors la propriété b) est entraînée 


par la propriété : : 
b’) : H est équicontinu sur tout produit de parties équicontinues 


des Lj. 
Voir corollaire 3 de la proposition 8. 
30 La condition b) relative à un ensemble H réduit a une 


seule forme X s’exprime uniquement à partir des topologies 
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: + al 5 
faibles des Li. En effet dire qu’une forme linéaire sur (L;). est 
: : ‘ ; : + 1 
continue équivaut à dire qu’elle est continue sur o(Li, L;), 
donc dire qu’une forme multilinéaire est séparément continue 


sur [[(L;} équivaut à dire qu’elle est séparément faiblement 
i€l 

continue; d’autre part, sur les parties équicontinues de Li, 
(L;} et o(L;, L;) induisent la même topologie, donc dire que X 
est continue sur tout produit de parties équicontinues des L;, 
pour la topologie induite par [[(L;);, équivaut à dire qu’elle 

i€l 

l’est pour les topologies faibles. 
CorotrarreE 1. — Soit M un espace vectoriel localement 
convexe (non nécessairement séparé ni quasi-complet). Pour 


f 


qu'un ensemble H d'applications multilinéaires de J[(L,) 
je 


t 
dans M soit e-équihypocontinu, il faut et il suffit que H soit 
séparément équicontinu, et que sa restriction à tout produit de 
parties équicontinues des Li soit équicontinu. 

En effet, pour que H soit ¢-équihypocontinu, ou sépa- 
rément équicontinu, ou équicontinu sur tout produit de 
parties équicontinues des Li, il faut et il suffit que, pour toute 
partie équicontinue À’ de M’, l’ensemble (H; Ab’) de formes 

APTE < I> [< e— a afc 

multilinéaires he EX (Tier); m’ ), XeH, m'eW’, 
ait la méme propriété. 

Naturellement les propriétés de l’énoncé n’entrainent pas 

al Là LR FU à yr L4 Ed 7 
de propriété de compacité; pour (D )ser donné, U X( (rer) n’est 
Xen 

pas nécessairement relativement compact (voir page 32). 


CorRoLLAIRE 2. — Si I est un ensemble de n indices, la forme 


(n +1) linéaire: (Te, X)—X (Ge), sur (LL) Ki 
. . . . i€l 
est hypocontinue par rapport aux parties équicontinues des Li et 
aux parties compactes de Ly. 
C’est une conséquence triviale de la définition de la topologie 
de Li, et de l’équivalence de a) et c). 


CoroLLAIRE 3. — Soient L;, M, des espaces localement 
convexes séparés dépendant du même ensemble d’indices, les L, 
étant quasi-complets. L'application multilinéaire (ui) —w de 
XL; M;) dans £,(Li; Mi) est ¢-hypocontinue. | 


pert) oat” 


nn do 
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Soit I= (1,2... n). Nous allons montrer que si u, converge 
vers 0 dans £,(L,; M,) (c’est-à-dire uniformément sur toute 
partie compacte de L, puisque L, est quasi-complet), et que 
les uj, t= 2...n, parcourent des parties équicontinues H, 
de £(L;; M;), ws converge vers 0 uniformément sur toute partie 
compacte de Lx, donc dans 2£,(Li; Mi). Soient B;, 1 =2...n 
des parties équicontinues des M{. Puisque les H; sont équi- 
continus, les A; = U ‘u;.B; sont des parties équicontinues 

u;€H; 
des L;. Soit maintenant B; une partie équicontinue de Mj; dire 
que u, converge vers 0 uniformément sur toute partie compacte 
de L,, c’est dire que ‘u, e {((M,); (L,)) converge vers 0 uni- 
formément sur toute partie équicontinue de Mj, donc ‘u,.B, 
converge vers 0 dans (L,).. 
—— . 

Supposons alors que X parcourt une partie compacte H 

de Ly. Cette partie est ¢-équihypocontinue sur |[(L,), 
Je + i€l 

. : . t 1 
puisque les L; sont quasi-complets; donc X(( u;.m')ies) converge 
vers 0 lorsque u, converge vers 0 dans £,(L,; M,), uniformé- 

— x =e . 
ment pour XeH, ujeH, i= 2...n, me Bi, 1—4, Der 
en es 
Comme cette quantité n’est autre que (ur. X) ((mi) er), cela 
—— ë 7 
prouve bien que w.X converge vers 0 dans M, uniformément 


pour XeH, donc que uw, converge vers 0 dans 4£,(Li; Mi), 
é-q. f:d. 


CorotiarrE 4. — L'application multilinéaire canonique de 


I] (Ld: dans (Li). est e-hypocontinue et l’image par cette 
El MEET 

application d’un produit de parties équicontinues des Li est une 
partie équicontinue de Lx. 


Soient is des éléments des Li. Ils définissent la forme 


linéaire continue Mani ( (i) er) sur Lx, donc un élément de Ly. 
On définit ainsi une application multilinéaire dite canonique 
de [[(L;). dans (Li). 
i€l se 

Soit I = (1,2,...n). Si les i,t = 2...n, parcourent des 
parties équicontinues des Li, et que |, converge vers 0, X ( (Hier) 
converge vers 0, uniformément lorsque X parcourt une partie 
compacte de Ly, puisque cette partie est alors <-équihypocon- 
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> 
/ 


tinue d’après la proposition 2; donc l’image de yi par l’appli- 

5 el ee ° / : 
cation multilinéaire canonique converge vers 0 dans (Ly)., ce qui 
prouve bien que cette application est e-hypocontinue. 

< 
Si maintenant tous les L;, 1 — 1,2,...n, parcourent des 
—> 
parties équicontinues Aj, et que X converge vers 0 dans Ly, 
er = (ae, ole 
X (Ta) converge vers 0 d’après la définition de la topo- 
logie de 11; done l’image de [[A; par l'application multili- 
i€l 

néaire canonique est une partie équicontinue de Lx. 


Remarque. — Seule l’e-hypocontinuité de l’application mul- 
tilinéaire canonique fait intervenir (par la proposition 2) le 
fait que les L; sont quasi-complets. 


Parties bornées de « (L;; M). 
iEI 


Soit Xe € (L,; M); l'application multilinéaire X, c-hypo- 

i€1 

continue de J][(L;} dans M, est a fortiori e-hypocontinue de 
ieél 

[[(L,), dans M. (La réciproque est inexacte). Nous avons vu 

tEI 

(proposition 2) l'identité des parties relativement compactes 

de Ly et des ensembles <-équihypocontinus de formes multili- 

néaires sur [[(L;)} (M = corps des scalaires); nous allons voir 
iEl 

une propriété analogue relative aux parties bornées de 

e (L;; M), pour M quelconque : 

i€l 

Proposition 2 bis. — Il y a identité entre les parties bornées 

de € (Li; M) et les ensembles de cet espace qui sont <-équihypo- 

tel 


continus de |[(L;), dans M, même si les L, et M ne sont pas 
tEr 


quasi-complets. 
Soit en effet He € (L;; M), e-équihypocontinu de [[(L;); 
i€l i€l 
dans M. Cela entraine que H soit bornée sur tout produit ITA; 
iél 
où l’une des A;cL; est fortement bornée, les autres équi- 
continues; a fortiori H est bornée sur tout produit de parties 
équicontinues des L;, donc bornée dans € (L;; M). | 
i€l 


Se lng EE em me, 
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Réciproquement soit H une partie bornée de < (L;; M). 
€ 


i 


= = a , \, ù Ets 
Supposons d’abord M = C, corps des scalaires. Soit 
<— 
I= (1,2, ...,n), et supposons que l; parcoure une partie équi- 
continue A; de Li, pour i> 2. Alors X (II Ai) est borné, 
i€l 


quelle que soit la partie équicontinue A, de Li, pour XeH. 


Si ux est l’application de IL X dans L, définie par X, ce qui 
précède prouve que U «(Il 4) est une partie de L, bornée 
XEH i: 
sur toute partie équicontinue de Li, done bornée pour la topo- 
logie de L,; si alors li conv erge vers 0, x (fa ib RS i’) conver- 
gera vers 0, uniformément pour {! e Aj, i > 2. En faisant jouer 
a chacun de indices 2, ..., n, le rôle que nous venons de faire 
jouer à l'indice 1, on voit bien que H est <-équihypocontinue 
sur || (L,),. Si M est quelconque, on remarquera que, quelle 
iEI 
que soit la partie équicontinue I’ de M’, l’ensemble de formes 
7 oe == ay 
multilinéaires Gp ais X((F ex), m'), XeH, me, est 
borné dans Ly, done e-équihypocontinu sur inne ib ce qui 
El 


prouve bien encore que H est e-équihypocontinu de || (L,); 


dans M. El 


CorozLaiRe. — L'application multilinéatre canonique 


(A: X) sy, (eres) 


de || (Lj), x € (L;; M) dans M, est hypocontinue par rapport aux 
iEL iEI 
parties équicontinues des Li et aux parties bornées de « (L;; M), 


(EI 
même si les L; et M ne sont pas quasi-complets. , 


L'espace L, est quasi-complet. 


Proposition 3. — L'espace Li est quasi-complet, et complet 
st les L; sont ÉTÉ 
Soit en effet ¥ un filtre de Cauchy sur L;, borné (resp. quel- 


conque). Pour la topologie de la convergence simple sur LE 


ce filtre converge vers une forme multilinéaire X, du fait que le 
corps des scalaires est complet. 
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De plus, # converge vers X uniformément sur tout produit de 


parties équicontinues des L;. Il reste donc à montrer que X est 
c-hypocontinue. D’après la proposition 2, nous devons 
démontrer deux choses : 

a) X est continue sur tout produit de parties équicontinues 
des L'. Or cela résulte trivialement de ce que, sur un tel pro- 
duit, X est limite uniforme de fonctions continues. 

b) X est séparément continue. Supposons, pour simplifier, 
I= (4, 2,... n). Fixons L'eL;, i = 2,...n. L'image du filtre #, 
par l'application continue de L; dans L,: X— us(h, TA i’) 
(voir notations de la démonstration de la proposition 2), est un 
filtre de Cauchy, borné (resp. quelconque), dans L,. Comme L, 
est supposé quasi-complet (resp. complet), ce filtre est conver- 
gent dans L,; comme il converge gs vers ux(l, #4 ee 
dans le dual algébrique de Li, on a ux (i, F4 Ue L,, done X 
est bien séparément continue, Cid d. 


Isomorphismes canoniques. 


Proposition 4. — Soient J et K deux sous-ensembles complé- 
mentatres de I (les L,, j e J n'étant pas nécessairement quasi-com- 
plets). L'espace Ly est canoniquement isomorphe, algébriquement 
et topologiquement, à & (L;; Lx). Les parties :-équihypocontinues 

jes 
de Ly sont e-équihypocontinues dans L (Lis Lx); la réciproque est 
fausse en général. 

Soit en effet X un élément de Ly. A des EB JjeJ, donnés 
dans les Lj, on peut associer la forme multilinéaire sur [| (L 

kEK 


< < < < < 

(rex X((U)er), où F=% pour i=jeJ, et L=% pour 
t=keK. Cette forme multilinéaire est s-hypocontinue; elle 
définit donc un élément wz( (i) es) de Lx; uz est une appli- 
cation multilinéaire de |[(L,), dans Lx. Cette application 

eye , . Jes . 

multilinéaire ux est <-hypocontinue; en effet si l’un des 
éléments |; converge vers 0 et que les autres parcourent des 


5 >//< 
r . Q 1 . 
parties équicontinues, X ( (7) ail converge vers 0, unifor- 
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mément lorsque les ii, keK, parcourent des parties 

équicontinues, d’après la définition même de X comme 

forme multilinéaire e-hypocontinue sur II (L);; cela revient 
i€l 

précisément à dire que ux((T)es) converge vers 0 dans 

Lx. Nous avons donc bien associé a tout élément 

X de I; une application multilinéaire e-hypocontinue ux 


de |[(L,): dans Lx, c’est-à-dire un élément ug de ¢ (L;; Lx). 
JE 


jes 
Alors X—ux est une application linéaire u de L, dans 
e (L;; Lx). Cette application est trivialement injective; si 
ux = 0, cela veut dire que, pour tout système (Dies ux((Z),es) 
est l’élément nul de Lx, donc nul sur tout système Diese 
c’est-à-dire que X((& Ver) = = pour tout système Are autre- 
ment dit que X est l'élément nul de Ly On peut donc 
identifier Ly à un sous-espace vectoriel de É (Lis Lx). 

La topologie de L, est alors identique a ti topologie induite 
aay é (Las Lx). En effet, dire que x converge vers 0 dans Ly, 


Pen “te que X(() ier) converge vers 0, uniformément lorsque 

les 1; décrivent des parties équicontinues des L;; c’est donc 
ba + : 

dire que ux ((Zi),e3) converge vers 0 dans Lx, uniformément 


= L . # . . 
lorsque les J; décrivent des parties équicontinues des L;. 
L’isomorphisme sera donc démontré quand nous aurons montré 
que L;= € (Lys Lx), autrement dit que u est épijective. 


Soit Sore Y un élément de Shes Lx). 


Il définit une forme multilinéaire X sur H(t Je. prenant 
pour valeur sur (i; = la valeur de Y((F ex) e Lx sur @) ex € I Li. 


On a précisément Y = uz, et il nous reste a voir que x e Lx, 


autrement dit que la forme multilinéaire X sur IT L;). est 


E- hypocontinue. Soit donc « un élément _de Leur RE A 
que converge vers 0 dans (L,)., et que les ii i, La, restent dans 
des parties équicontinues A} des Lj, parties que nous pouvons 
supposer faiblement fermées, donc compactes; nous devons 
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montrer que X (He) converge vers 0. Si ae J, c’est évident; 
> < a =. 
car alors Ÿ( (es) converge vers 0 dans Lx, puisque Y est une 
application e-hypocontinue; cela entraîne bien, étant donné 
=“ <_< 
la définition de la topologie de Lx, que Y( (fies) converge 
vers 0 uniformément sur |[ Aj. Supposons done awe K. 
kEK 


L'image B de || A; par Y est une partie compacte de Lx; en 
jes 


effet Y est continue sur |[ Aj, et cette partie est compacte 
jes 


dans [[(L;}. Alors d’après la proposition 2 (qui suppose que 


je 

les Le keK, sont quasi-complets), B est ¢-hypocontinue 

sur || (L,), ce qui prouve bien que X((U; 
kEK 

encore vers 0. L’isomorphisme algébrique et topologique de Lx 


et de e (L;; Lx) est donc démontré. 
jes 


Ve) converge 


. SS . 
Remarques. — 1° Si X parcourt un ensemble ¢-équihypo- 
continu de formes multilinéaires sur [[(L;), uz parcourt 
iEI 


aK) 
évidemment un ensemble ¢-équihypocontinu d’applications 
multilinéaires de Il (L;); dans Lx. 
: he ; 
La réciproque n’est pas exacte. Soient par exemple, I = (1, 2), 
J = (1), K = (2). Si ux parcourt un ensemble H équicontinu 
d’applications de (L,), dans L,, cela n’entraine pas que pour 
toute partie équicontinue A; de Li, U ux(A;) soit une 
uxEH 
partie relativement compacte de L,, ce qui serait nécessaire 
pour que les X correspondant a uz e H parcourent un ensemble ~ 
e-équihypocontinu de formes multilinéaires sur (L,)! x (L,)!. 
, A A = < $ 
Cela n'entraîne même pas que, pour tout |, e Li, U ux(l,) soit 
relativement compact dans L,,. 1xEH 
Prenons par exemple un espace de Banach N de dimension 
infinie. Alors (N) = N (voir page 17). Prenons L, = N, 
L,=N, done {(L,)}; L,)) = 4(N;N). L'ensemble H des 


endomorphismes » de N de norme <4 est équicontinu, et, 


> 


pour neN, U o(n) n’est pas relativement compacte dans N. 


vEH 
2° Le cas où I= (1,2;...n), J=(2,...n), K= (4) avait 


à mm te mn 
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été partiellement vu dans la démonstration de la proposition 2. 
Mais dans le cas général, nous avons besoin de savoir que toute 
partie relativement compacte de Lx est e-équihy pocontinue 


sur |[(L,)i, c’est-à-dire précisément la proposition 2. 
kEK 


3° Si les Lx, keK, ne sont pas quasi-complets, on peut 
seulement affirmer que L; est un sous-espace vectoriel topolo- 


gique de € (L;; Lx.). Cependant des ceux espaces sont iden- 
JEI 


tiques si I est réduit à deux éléments /, k, avec J = RSS (Rs 
En effet en reprenant les notations de la démonstration, on 
peut toujours supposer que la partie équicontinue choisie Aj est 
convexe équilibrée compacte dans (L,)/. Alors Y(A!) est une 
partie convexe équilibrée compacte de L,, donc équicontinue 
sur (L,) mème si L, n’est pas quasi-complet; cela prouve 
que X est e-hypocontinue, et Ly = e(L;; L,) = %((L;):; L,). 

49 Soient L;, M; des espaces dépendant du même ensemble 
d'indices I, u; des applications linéaires continues des L, dans 
les M;, J et K deux sous-ensembles complémentaires de I (les 
L; et M,, 7eJ, n'étant pas nécessairement quasi-complets). 


Si l’on identifie Ly (resp. Mi) à 3 (L;; Lx) (resp: es (M;; Mx)) 

Papplication uw; de L; dans M, (proposition 1) défimit une appli- 

cation u, de € (L;; Lx) dans € (M; Mx). Pour Xe e(L;; Lx), 
jes jes Jj 


? 


€ 
w.X est l'élément de a (M;; Mx) définissant l’application 
j 
(mes —> Ux. [ X((‘u;. mes) | de II (M,). dans Mx. 


jes 

5° Soient 1}, je J, des éléments des Lj. Ce sont des applica- 

tions linéaires continues des L, dans le corps des scalaires C. 

Alors @ ae (Ix)nex) (Ip = opérateur identique de L,) est, 

d’aprés la proposition 1, une application linéaire continue de 

L, dans e/C, C, ... C, (Lyzex\ = Lx. Cette application n’est 

SF don 

autre que X > ux ((Zi) #44? définie dans la démonstration. Il 

suffit pour le voir d'appliquer la définition de l’opérateur & U; 
donnée dans la proposition 1. : 


Corotrarre 1. — L’espace « (L;; M) est isomorphe, algé- 
iEI a 
briquement et topologiquement, à e((Li);er, M) = gli produit € 
1 2 À 
3 
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relatif à un ensemble d'indices I,, somme de | et d’un élément w, 


avec L,, = M. II est quasi-complet, et complet si les L; et M sont 
complets. Les parties compactes de « (L;; M) sont ¢-équihypo- 
iEI 


continues; la réciproque est fausse en général. L'application 


multilinéaire (RE Xx) (Te) de I[(L;)}:xX € (L;; M) 
i€l ier 
dans M est hypocontinue par rapport aux parties équicontinues 


des Li; et aux parties compactes de £ (L,;; M). L’image par cette 
iEI 


application d’un produit de parties équicontinues des Li; et d’une 
partie relativement compacte de € (L;; M) est relativement 
compacte dans M. 145 
Il suffit d'appliquer la proposition à Ly, avec J = I, k = fo}. 
Ensuite on remarque que les parties compactes de : (L;; M) 
iEI 


sont compactes dans L,, donc <-équihypocontinues, donc sont 

des parties c-équihypocontinues 8 (L;; M) d’après la pro- 
t 

position, et la réciproque est fausse en général. L'application 

multilinéaire considérée est hypocontinue par rapport aux 

parties équicontinues des L; et aux parties e-équihypocontinues 


de me (L;; M) done a fortiori par rapport aux parties équiconti- 
u 


nues A; des L; et aux parties relativement compactes H de 


e (L;; M); elle est alors continue sur [[ A! x H, et comme 
i€l ter 


cette partie est compacte, son image est compacte dans M. 


CoROLLAIRE 2. — Si L et M sont des espaces vectoriels loca- 
lement convexes séparés (non nécessairement quasi-complets), 
on a des isomorphismes canoniques 


LeM ~ (Li; M£&L(M'; L), 


4.(L,; M) étant l’espace des applications linéaires continues 
de L, dans M, muni de la topologie de la convergence uniforme 
sur les parties équicontinues de L. 

Il suffit d’appliquer la proposition 4 au cas d’un ensemble I 
réduit à 2 éléments, J et K ayant un élément. La remarque 3 
montre que L et M n'ont pas besoin d’être quasi-complets. 
Étant donné l’importance de ce cas particulier, il n’est pas 


inutile de détailler ces isomorphismes. Si Xe L:M, son 


OCT ES 
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image ux dans 4{(L{; M) est l’application linéaire continue 
de Li dans M définie par 

(EL: à] uz (I), m') = X(, m) pour l’eL',meM!. 
Son image ‘ux dans {(M'; L) est l'application linéaire continue 


de M, dans L définie par 
(I, 1; 4) (ux(m), Uv = X(V, nv) pour VeL/, meM. 


L’isomorphisme entre {.(Li; M) et &(M;; L) est défini par 
la transposition u—‘u. 


Remarques. — 1° Si L,, L,, M,, M,, sont des espaces loca- 
lement convexes séparés (non nécessairement quasi-complets), 
si u, (resp. u,) est une application linéaire continue de L, 
dans M, (resp. de L, dans M,), l’image de Xe 4((L,); L,) par 
u, ® u, (proposition 1) est élément (u, @ u,). (X) de £((M,).; M,) 
égal a u,°Xctu, (voir remarque 4 page 33). L'image de 
IX e((L,)/; L,) par u,@u, est l'élément (u, ® u,) MX de 
{((M,).; M,) égal à ue iX tu. 

20 Quand nous avons étudié L;, l’ensemble d'indices I 
n’était pas ordonné. Quand nous écrivons LeM, l’ensemble I à 
2 éléments, et il est ordonné. Il y a donc lieu de distinguer 
LeM et MeL, qui sont canoniquement isomorphes mais 
non identiques (de même que L X M ou L@M). L’isomor- 
phisme entre ces 2 espaces sera appelé symétrie, et jouera un 
rôle important au § 4 (pages 90 à 96). Si u, (resp. u,) est 
une application continue de L, dans M, (resp. de L, dans M,), la 
symétrie transforme l'application u, ® u, de L,eL, dans M,eM, 
en l’application u,@ u, de L,eL, dans M,<M,. En particulier, 
si L, (resp. L,) est un sous-espace de M, (resp. M,), la symétrie 
MM, — MM, induit la symétrie L,cL,—> Leb, 

Nous avons donné ailleurs des propriétés diverses de ces 
espaces £.(L;; M), &(M:; L) (’). 

Rappelons seulement la suivante: 


Proposition 5. — Pour qu’une application linéaire u de L, 
dans M soit continue (L et M non nécessairement quast-complets), 
il faut et il suffit qu’elle soit continue pour les topologies faibles 


(3) Scawarrz [1], page 125. 
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s(L', L) et o(M, M'), et que sa restriction aux parties équi- 
continues de L' soit continue de Li (ou o(L’, L)) dans M; ul 
faut et il suffit aussi qu’elle soit continue de o(L’', L) dans o(M, M) 
et que l’image par u de toute partie équicontinue de Li soit rela- 
tivement compacte dans M. 

Les deux conditions données sont trivialement nécessaires. 
Car si u est continue de L/ dans M, elle est continue pour les 
topologies affaiblies; comme le dual de L, est L, ce sont préci- 
sément o(L’, L) et (M, M’); par ailleurs, sur les parties équi- 
continues de L’, les topologies Li et o(L’, L) sont identiques, 
d’après le théorème d’ Ascoli; enfin les parties équicontinues 
disquées de Li sont compactes. Montrons qu’elles sont suffi- 
santes. Si u est continue de o(L’, L) dans o(M, M’), sa transposée 
tu est continue de o(M’, M) dans o(L, L’). Si de plus la restriction 
de u aux parties équicontinues de L’ est continue de L; dans M, 
l'image par uw d’une partie équicontinue convexe équilibrée 
faiblement fermée donc compacte est convexe équilibrée 
compacte dans M. Alors ‘u est continue de M: dans L; et de 


tu e LM; L) on déduit ue 4(L{; M), c.q.f.d. 


Remarque. — Si u est continue de L; dans M, elle est même 
continue de L, dans (M:), topologie plus fine que L (voir 
page 17). En effet elle est la transposée “u de ‘u, application 
continue de M; dans L. On peut encore dire ceci: Si w est 
continue de N dans M, elle est continue pour les topologies y 
associées, c’est-à-dire de (N;); dans (M');: en effet elle est la 
transposée “u de ‘u, continue de M! dans Ni. Si alors N a 
la topologie y, c’est-à-dire si N = Li, uw est continue de N 
dans (M). 

Ainsi, quels que soient L et M (non nécessairement quasi- 
complets), LeM et Le(M) sont algébriquement identiques, 
mais le deuxième a une topologie plus fine, et identique si M 
a la topologie +. | 


CorozLaire. — Si L et M sont des espaces localement convexes 
séparés ( non nécessairement quasi-complets), l’espace %.(L; M) 
des applications linéaires continues de L dans M, muni de la 
topologie de la convergence uniforme sur les parties convexes 
équilibrées compactes de L, est canoniquement isomorphe à un 
sous-espace vectoriel topologique de LieM, et à cet espace tout 


THÉORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 37 


entier si L a la topologie y; LizM est canoniquement isomorphe 
à L(M'; Li). 

Le dernier isomorphisme est un résultat immédiat du corol- 
laire 2 de la proposition 4. D’après ce même corollaire, L!eM 
est isomorphe à £{((L:); M); comme (L.) est identique a L 
mais avec une topologie plus fine, et avec la même topologie 
si L a la topologie y (page 17), on a bien £(L; M) c LieM et 
= eM si L a la topologie y. La topologie induite par LieM 
sur {(L; M) est celle de la convergence uniforme sur les parties 
équicontinues de (L:)', ou encore sur les parties convexes 
équilibrées compactes de L; c’est done bien par définition la 


topologie {(L; M). 


Associativité du produit €. 


Proposition 6. — Le produit tensoriel ® L; est un sous-espace 
i€l 
strictement dense de (Ly); pour qu une partie de Ly soit équi- 
continue, il faut et il suffit qu’elle soit contenue dans l’enveloppe 
d’un produit tensoriel de parties équicontinues des L;. 
L'application multilinéaire canonique de [[L; dans L, 
i€l 
(corollaire 4 de la proposition 2) définit une application linéaire 
canonique de ® L; dans Lj. Cette application est injective; 
il 
si en effet l’image par cette application d’un élément A’ de ® L; 
i€I 
est nulle, on a eu X)=0 pour Xely et a fortiori pour 
Xe@L,; ce qui suffit déjà à assurer que NW =0 (voir 
iEI 
page 19). On peut donc considérer @ L; comme un sous-espace 
il 
de Li. Si les A! sont des parties équicontinues des Lj, @ A; est 
iEI 


une partie équicontinue de L; (corollaire 4 de la proposition 2). 
Réciproquement, soit A’ une partie équicontinue de Ly. Son 
polaire A’° dans L, est un voisinage de 0; il existe donc, d’après 
la définition de la topologie de Lx, des parties équicontinues 
A des L; telles que x (Il Ai) <1 entraîne X < A’°; cela prouve 
| iEI 

que A’° contient le polaire @ Ai)? de ® A! c Ly, alors A’ est 

i iEI 


1€1 
contenu dans le bipolaire ( Sse de . AS 
i i 


38 LAURENT SCHWARTZ 


Ce bipolaire est l'enveloppe convexe équilibrée faiblement 


fermée de @ Aj; mais le dual de (Ly); étant Ly, 1l en est aussi 
iEI 
l'enveloppe convexe équilibrée fermée pour la topologie 
de (Li). 
En particulier tout point de L; est contenu dans l’enveloppe 
d’une partie 8 AG cette partie est équicontinue dans L; donc 


bornée dans (Li), ce qui prouve que ® L; est strictement 


dense dans (L:)., Ps oF gutted: 


Proposition 7 (Associativité). — Soit (I,),e, une partition 
de l’ensemble d’indices I. Il existe un isomorphisme pear 


algébrique et topologique, entre Li = € L,et € Li, = aa € L). 
i€l AEA AEANIET, 
Cet isomorphisme associe les ensembles <-équihypocontinus de 


formes multilinéaires sur |[ (Lj); et les ensembles e-équihy- 


1EI 
pocontinus de formes multilinéaires sur || (Li). 
Eu ba. rEA 
Soit en effet Xe € Lr,.X est une forme multilinéaire sur 


[[ (Li). Désignons par 6, l’application multilinéaire cano- 
AEA 
nique de || (L,), dans (L,,); (corollaire 4 de la proposition 2). 


iEI 
Alors Gare LAAT est une forme multilinéaire 
x sur Hi « oi l’un des (ii) converge vers 0 et que les autres 


saneotitet des parties équicontinues, l’un des (Ten) 
converge vers 0 et les autres parcourent des parties équiconti- 
nues, puisque 4) est e-hypocontinue et qu’elle applique tout 
produit de parties équicontinues des L}, 1el,, dans une 


partie équicontinue de (L:,).; donc, X étant e-hypocontinue, 
X (Her) converge vers 0, autrement dit X est s-hypocon- 


tinue, X-eks. 


L’ appiee pen linéaire X > X de € Ly dans L, est injective; 
EAL 


si en effet es 0, cela prouve que X est nulle sur le sous- 

espace || ( ® Li) de [[(Lrk; comme @ Li est dense 
AeA Ve AEA i€l, 

dans (L;,); (proposition 6), cela entraîne X = 0. 


<7. oe 
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Cette application X — X est aussi épijective. Soit en effet 
Y une forme multilinéaire e-hypocontinue sur [[(L,)!; elle 
él 


c? 
ere i 
définit une forme multilinéaire Y, sur |] e L;); montrons 
â > AEA iET,, 
que cette application Y, est e-hypocontinue (en appelant 
partie équicontinue de ® L', un produit tensoriel de parties 
i€L, 
équicontinues des Li, et en munissant @ L: de la topologie 
iEL, a 
induite par (Lr,).). Soit A= (1, 2, ... m). Supposons que 9}, pour 
À = 2, ... m, parcoure une partie équicontinue de @ L’, c’est-a- 
> ? p p q eJ yp? 
Ja 
dire un produit ® Aj, les Aj étant des parties équicontinues 
JET; ~. 
compactes des (L;). Supposons d’autre part que He@ L, 
Kel, 


converge vers 0, pour la topologie induite par (Li,). Pour tout 


systeme de lie Li, Je hiss U EL, appelons uz( (Zeta) 


: A=2...,m 
la forme multilinéaire sur [| (L,): (ree eh Cette 
kEI, 


forme multilinéaire est <-hypocontinue, c’est-à-dire définit un 
élément uz( (Fier) de Lx; nous avons vu (proposition 4) 
que uz est une application e-hypocontinue de [| (L). dans Lx. 
ie[ 1, 
Elle est donc continue sur tout produit de parties équi- 
continues, et par suite uÿf{ [[ A;\ est compacte dans Lx. 
je(u 
Cela prouve que, lorsque 9, = he l, A= 2,...m, parcourt 
=< ape : . 

®@ Aj, et que 0, converge vers 0 dans ® Li, muni de la topo- 


Kel 
je : z ; = : : a 5 
logie induite par (Li); © est-à-dire uniformément sur toute 


partie compacte de Ly, puisque Li, est quasi-complet (propo- 
sition 3), Y (63) A mes (oi, us( (Z,)e()) conyere4 vers 0. 
En faisant ensuite pour A= 2, ... m le raisonnement que 
nous venons de faire pour A= 1, on voit que Y, est bien 
À ; : 
e-hypocontinue. Mais alors, puisque he (L,); est dense dans 
À 


(Ly,), et que les parties équicontinues de Ly, sont contenues 
dans des enveloppes de produits tensoriels de parties équl- 
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continues des Li, ie I, (proposition 6), Y, se prolonge en une 

forme multilinéaire Y, = X, e-hypocontinue, sur [[ (Li) ('); 

—> = à ys : AEA — => 

et on a Y= X, ce qui prouve bien que l’application X— X 
est épijective. be es 

On voit donc que X-—> X est un isomorphisme algébrique 


entre les espaces vectoriels € Ly, et Ly. Dire que X converge 

vers 0 dans Ly, c’est dire eal converge vers 0 uniformément 

sur tout produit de parties équicontinues des L;, donc que X 

converge vers 0 uniformément sur tout produit tensoriel de 

parties équicontinues des ® Li, ke A; dire que X converge 
in 

vers 0 dans € Ly, c’est dire qu’il converge vers 0 unifor- 


REA 
mément sur tout produit de parties équicontinues des Lx. 


En appliquant alors la proposition 6 à chaque ensemble d’in- 


se 
dices I,, on voit que X converge vers 0 si et seulement si X 


converge vers 0, XX ést un isomorphisme topologique. 
Enfin les ensembles <-équihypocontinus de formes multili- 
néaires sur [| (Ly); eee: sur LI (Le) sont les parties rela- 
AEA i€l 
tivement compactes de € Ly, (resp. Ly) (proposition 2), donc 
€ TT 


elles se correspondent par l’isomorphisme X > X, et la pro- 
position est démontrée. 


CororLaiRE 1. — Les espaces € (L;; M) et e (Ly; M) sont 
EI XEA 


canoniquement isomorphes, algébriquement et topologiquement. 
L’isomorphisme met en correspondance les ensembles ¢-équi- 
hypocontinus d applications multilinéaires de || (Lj, dans M 
! iEI 

et de [EG dans M. 

Le premier est en effet isomorphe à e((Li)r, M), le deuxième 
à ¢((Lr,),e,, M) d’après la proposition 4 (appliquée respective- 
ment à l’ensemble d'indices I,, somme de I et d’un élément w, 
avec L,=M, J=I1, K={w}, et à l’ensemble d'indices A,, 


() Boursaxt [2], proposition 8, page 41 et remarque en petits caractères sui- 
vant la définition 2, page 39. Il s’agit dans Boursaxi d'applications bilinéaires, le 
résultat est valable pour des applications multilinéaires. 
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somme de A et dew, avec L,—=M, J=A, K={w}). Mais 
alors, d’après la proposition 7 (associativité), ces espaces sont 
isomorphes (et ils sont aussi isomorphes à LieM). La corres- 
pondance entre ensembles <-équihypocontinus ne peut pas se 
montrer de cette maniére, car ces ensembles ne sont pas les 
ensembles relativement compacts des espaces isomorphes 
considérés (voir page 32). Nous remarquerons simplement 


qu un ensemble H (resp. H) d’applications multilinéaires de 


IL. dans M Sr de [Le dans ni est e-équihypo- 
continu si et seulement si, pour toute partie équicontinue I’ 


de M’, l’ensemble (H, qu’) (resp. H, Mt’) de formes multilinéaires 
sur [[(L. (resp. IT(Lx):) défini par (fer (X((e), #7) 
il IN 


pour XeH, mew (resp. par FER oe SAC) mn) 
pour XeH, me qu’) est e-équihypocontinu. 

Il suffit alors d'appliquer à (H, wt’) (resp. H, 1’) la fin de 
la proposition 7. 

On remarque d’ailleurs immédiatement qu’on aurait pu 
démontrer directement le corollaire, et que la proposition 7 en 
aurait été un cas particulier pour M = C, corps des scalaires. 


CorozLarre 2. — Les espaces « (L;; M) et LieM sont canoni- 
° i€l 
quement isomorphes. 


En effet € (L;;M) -e((Li)ier, M) Æ LM (propositions 4 et 7). 
il 


Propriétés particulières aux espaces complets. 


Proposition 8. — Soient L un espace localement convexe 
séparé complet, M un espace localement convexe non nécessatre- 
ment séparé ni quasi-complet. Une application linéaire u de L, 
dans M, continue sur toute partie équicontinue de L',est continue 
sur Li. 

Soit en effet M, l’espace séparé associé à M. wu définit alors 
une application u, de L, dans M,, dont les restrictions aux 


parties équicontinues de L’ sont continues. Montrons que U, 
est continue de o(L’, L) dans o(M,, M). Soit m,eM,;. Nous 


PE er << 
= - f ! / 
devons montrer que la forme linéaire Eat m,) est 
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faiblement continue sur L’; or elle est continue sur toute 
partie équicontinue de L’, notre assertion résulte donc d’un 
théorème de Grothendieck, valable parce que L est complet (’). 
La proposition 5 montre alors que u, est continue de L; dans M,, 
donc u est continue de Li dans M. 


CorozLaire 1. — Si L est complet, la topologie L est la 
topologie localement convexe la plus fine qui induise sur les 
parties équicontinues de L' une topologie moins fine que L, 
(ow o(L’, L)). Appelons en effet M l’espace L’, muni de n’im- 
porte quelle topologie localement convexe (non nécessairement 
séparée ni quasi-complète) qui induise sur les parties équi- 
continues de L’ une topologie moins fine que L; ou o(L’, L). 
Alors l’application identique de L, dans M est continue sur 
toute partie équicontinue de L’, donc continue, et L; est plus 
fine que M. 


CorozLaiRe 2. — Si L est complet, une partie W' de L’, 
convexe équilibrée, qui coupe toute partie équicontinue de L' 
suivant un voisinage de 0 dans cette partie pour la topologie Li, 
est un voisinage de 0 pour la topologie L:. 

Appelons en effet M l’espace L’ muni de la topologie loca- 
lement convexe ayant pour système fondamental de voisi- 
nages de 0 les ensembles AW’, Ae C, A0. M induit sur les 
parties équicontinues de L’ une topologie moins fine que L,, 
donc M est moins fine que L! d’après le corollaire 1, et W’ est 
bien un voisinage de 0 de Li. 


CorozLaIRE 3. — Soient L; des espaces localement convexes 
séparés complets, M un espace localement convexe séparé (non 
nécessairement quasi-complet). Tout ensemble H d'applications 
multilinéaires de || (L;); dans M, équicontinu sur tout produit 

i€l 
de parties équicontinues des Li, est c-équihypocontinu. 

C’est ce résultat que nous avions annoncé a la proposition 2 
(remarque 2°) et a son corollaire 1. 

La démonstration n’utilise même pas la proposition 2. 
Soit I = (4, 2,...n). Soient A; des parties équicontinues 


desylrat=" … ee Ay chaque XeH et à chaque élément 


(!) GroTHENDr«ck [1], corollaire 5°. 
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2 in 
/ à 1 . > . . . ’ . = = 
es de Il Aj, associons l’application linéaire ux (Ti, aH 1’) : 
t=3 ; 5 é 


W—>X(i, Ed), de (L,); dans M. 
Soit Mt un voisinage de 0 disqué dans M. Appelons W' 


l’ensemble des I; de L; tels que ux(l, ra igs soit dans ‘Nt, 


pour tout XeH, et tout (nu |] Ai. Puisque X est 


équicontinu sur tout produit de parties équicontinues des 
Li, W’ coupe toute partie équicontinue de L; suivant un voi- 
sinage de 0 de cette partie pour la topologie de (L,).; donc 
d’après le corollaire 2, W’ est un voisinage de 0 de (L,)., ce qui 
prouve que H est <-équihypocontinu. 


APPLICATION. — Le dual fort d’un espace de Schwartz complet 
est ultrabornologique. 

Un espace de Schwartz (') L est un espace localement 
convexe séparé tel que, pour tout voisinage disqué U de 0, il 
existe un voisinage U de 0 dont l’image dans Ly (*) soit rela- 
tivement compacte. On peut encore donner une condition 
équivalente : pour toute partie équicontinue A’ de L’, il existe 
une partie équicontinue convexe équilibrée faiblement fermée B’ 
telle que A’ soit relativement compacte dans Ly (°). 

Un espace localement convexe séparé est ultraborno- 
logique (‘) s’il est limite inductive d'espaces de Banach; tout 
espace ultrabornologique est bornologique et tonnelé, tout 
espace bornologique et quasi-complet est ultrabornologique. 
Considérons tous les espaces normés Ly, où les B’ sont les 


(‘) Cette dénomination est due à M. GroraenDiecx ! GrorHEenp1Eck [2], page 116. 
(2) Le voisinage disqué Ÿ définit une pseudo-norme p, telle que % soit la semi- 


boule p(t) <1; L est l’espace séparé normé associé, Lay son complété, espace 
de Banacu. 

(3) Si B est une partie bornée disquée d’un espace localement convexe M, Mg est 
le sous-espace de M engendré par B, muni de la norme pour laquelle B est la boule 
unité. On sait que M, est complet, donc est un espace de Banach, toutes les fois 
que B est complète (voir Boursaxt [2], page 21, démonstration du lemme 1). En 
particulier, toute partie équicontinue disquée B’ de L’ faible est complète, donc 
L4, est un espace de Banach. 

Si Ÿ est un voisinage disqué de L, Lio est le dual de L9) ou Ly. “i 

(*) Dans BourBaxt [2], page 34, exercice 11, on trouvera une définition légère- 
ment différente. Ici L est ultrabornologique pour l’une ou l’autre définition, puisque 
nous démontrons que tout ensemble W’ convexe équilibré, absorbant toutes les 


parties équicontinues, est un voisinage fort de 0. 
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parties équicontinues convexes équilibrées faiblement fermées 
de L'; les B’ sont alors faiblement compactes donc faiblement 
complètes, et par suite les Ly sont des espaces de Banach. 
Soit L/ la topologie limite inductive des Ly, c’est-à-dire la topo- 
logie localement convexe la plus fine telle que les injections Ly 
> L! soient continues. Comme les injections Ly — L, sont 
continues, L} est plus fine que L‘. Alors, d’après le corollaire 1, 
valable puisque L est complet, on aura L, = L; si l’on sait 
que ces deux topologies induisent la même topologie sur toute 
partie équicontinue disquée A’ de L’. Or, si B’ est une partie 
équicontinue disquée de L’ telle que A’ soit compacte dans Ly, 
(une telle partie existe puisque L est un espace de Schwartz), 
on sait que, sur Ly, et a fortiori sur A’, L, et L, sont plus faibles 
que Ly; mais A’ est compacte dans Ly, donc L, et L; induisent 
bien la même topologie sur A’, et on a bien L, = Li. 

Comme L est un espace de Schwartz, les parties bornées 
de L sont relativement compactes, et comme L est complet, L, 
est la topologie de la convergence uniforme sur les parties 
relativement compactes, donc finalement L; est la topologie 
forte de L’, qui est ainsi limite inductive des Lg, 


Rp By oe * 


Conséquence: les espaces de distributions &', 9’, J’, sont 
bornologiques (‘). 


Cas de quelques espaces particuliers. 


Proposition 9. — Si les L; et M sont des espaces (non néces- 
sairement quasi-complets) métrisables (resp. de Frechet, resp. 
normés, resp. de Banach), il en est de même de & (L;; M). 

ET 


Si les L; et M sont métrisables, si (U,,),-,, (resp. 
(V,)n=4,2,...) est un système fondamental dénombrable de 
voisinages de 0 dans L, (resp. M), et si W, est l’ensemble des X 
de ë (L;; M) tels que X (ITU: ") c V,, les W, forment un 

i iEI 
système fondamental dénombrable de voisinages de 0 de € 


. . . , . . ee 
(L;; M), qui est ainsi métrisable. Si alors les L; et M sont des 


1) Propriété démont 
7 agit é démontrée par une autre méthode par GRorHENDIECK [2], page 85, 
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espaces de Fréchet, € (L;; M) est métrisable et complet 


il 
(corollaire 1 de la proposition 4), donc est un espace de Fréchet. 

Si les L; et M sont normés, il existe sur € (L;; M) une 
norme naturelle qui définit sa topologie : FA 


IR (e)]. 


| 


(I, 1,5) 


X|=— sup 
AI <a, vex 
Si alors les L; et M sont des espaces de Banach, « (L;; M) 
iET 
est normé et complet, c’est donc un espace de Banach. 
Dans le cas où tous les espaces considérés sont normés (ou 
sont des espaces de Banach, si on doit les supposer quasi- 
complets), les propositions démontrées s’améliorent : 


T= Ill 
t iEI 


a) si les 1; sont des éléments des L,, 


) 


b) dans la proposition 1, {|u| = [[{lui|. 
il 


c) L’isomorphisme de la proposition 4, entre Ly et € (Lj; Lx), 
est une isométrie. ae 

d) dans la proposition 6, la boule unité de L; est l'enveloppe 
(dans (L)) du produit tensoriel des boules unités des Li. 

e) L’isomorphisme de la proposition 7, ou de son corollaire 1, 
est une isométrie. 

f) Les isomorphismes 2 (Li; M) ~¢((Li)iex, M) + LieM sont 


des isométries. 


Proposition 10. — Si L et M sont des espaces de Banach, 
LeM est isomorphe à l’espace des applications linéaires compactes 
faiblement continues de L' dans M, et la norme d’un élément 
coincide avec la norme de l'application linéaire correspondante ; 
L'eM est isomorphe à l’espace l'(L; M) des applications linéaires 
compactes de L dans M, et la norme d’un élément est la norme de 
l'application linéaire correspondante. 

LeM est en effet isomorphe à £(L!; M). D’après la propo- 
sition 5, w appartient a L(L4; M) si et seulement si elle est 
continue de a(L’, L) dans o(M, M’), c’est-à-dire faiblement 
continue, et si en outre l’image u(B') de la boule unité B’ de L’ 
est relativement compacte dans M, c’est-à-dire si u est une 

application compacte ('); dans ce cas, comme B’ est compacte 


(1) Les applications compactes sont aussi appelées complétement continues. 
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pour Li, u(B’) est même compacte dans M. Pour ue LeM, 

on a |ju] — sup |. dl d’après c) page 45, ||u|| est done 
rer, |r| <1 

bien la norme de l’opérateur ue {(L'; M). 

D'autre part L'e M est isomorphe à {((L').; M) = 4.(L.; M). 
Siue{(L!; M), u définit a fortiori un opérateur u, de L dans M; 
comme la boule unité B’ de L” est compacte dans Li, son 
image u(B") est compacte dans M, donc l’image u,(B) de la. 
boule unité B de L est relativement compacte dans M, u, est 
une application linéaire compacte de L dans M. Ainsi u > uy 
est une application linéaire de {(L4; M) dans l'(L; M). Cette 
application est injective; si en effet u, est nulle, w est nulle 
puisque L est dense dans o(L”, L’) done dans Li. Cette appli- 
cation est aussi épijective. Si en effet » est une application 
linéaire compacte de L dans M, sa bitransposée u = “ est 
continue de o(L”, L’) dans 5(M”, M’); comme v(B) est rela- 
tivement compacte dans M, son adhérence v(B) est compacte 
dans M, donc a fortiori dans o(M", M’), et comme B” est l’adhé- 
rence faible de B, u(B”) est dans »(B); alors u applique L” 
dans M, elle est continue de o(L", L’) dans o(M, M’), et l’image 
u(B") est relativement compacte dans M, donc, d’après la 
proposition 5, u est continue de L; dans M (et alors u(B") est 
même compacte dans M; mais »(B) n’est en général que rela- 
tivement compacte), et sa restriction uw, à L est bien ». 

Ainsi la correspondance u<>u, est un isomorphisme algé- 
brique entre 4(L;; M) ou L’eMet l’espace l'(L; M) des opérateurs 
compacts de L dans M. La norme de ue L’sM~4¥.(L{; M) 
est lu] = sup | PAIE comme B est dense dans B” pour Li et 

Tes’ 
que u est continue de L dans M, ||u|| est encore sup |u,. il. 
> 


ieB 
, x = Là 
c'est-à-dire la norme de l’opérateur compact u,,  c.q.f.d. 


Produit < et produit tensoriel topologique. 


Proposition 11. — Soient L, M, des espaces localement 
convexes séparés (non nécessairement quasi-complets). L'espace 
L @.M (') est un sous-espace vectoriel topologique de LeM. Il 


(') GrornenDiecx [3] et [4], page 89, appelle L ® M ce que nous appel 
Voir aussi Scuwanrz [2] exposé 7. : ein L Ps 


» >" JTE, 
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est strictement dense (resp. dense) pour tout M, si et seulement 
su L vérifie la propriété d’ approximation stricte (resp. d’approai- 
mation) ('). 

Tout d’abord on a L@McL:M (page 19). Sur L@ M, la 
topologie « de Grothendieck est celle de la convergence uni- 
forme sur les produits de parties équicontinues de L’ et M’, 
c’est-à-dire la topologie induite par LeM. 

Soit ue{(M;; L). L'application 0: pou de £,(L; L) 
dans {.(M;; L) est continue, parce que l’image par u de toute 
partie équicontinue disquée de M! est convexe équilibrée 
compacte dans L. Si wu est dans L' @ L, c’est-à-dire de rang 
fini, vou est aussi de rang fini et faiblement continue, donc 
dans M@L, autrement dit l'application 0 appliqué L’ @ L 
dans M @ L. Par ailleurs 0([1) = u, si I est l’opérateur iden- 
tique de L. Donc si L vérifie la propriété d’approximation 
stricte (resp. d’approximation), I est strictement adhérent 
(resp. adhérent) à L'@L dans {{(L; L), done 0(I) = u est 
strictement adhérent (resp. adhérent) a 0(L'@L)eM® L 
dans {(M;; L), c’est-à-dire L® M est strictement dense 
(resp. dense) dans LeM. 

Réciproquement, L étant fixé, supposons que, pour tout M, 
L @ M soit strictement dense (resp. dense) dans L:M. 

Prenons M = Li. On sait que £,(L; L) est un sous-espace 
topologique de LeL! (corollaire de la proposition 5). 

Comme L@ L' « £(L; L), et que tout élément de LeLs est 
supposé strictement adhérent (resp. adhérent) à L@ L', 
l'élément I de £.(L; L) est strictement adhérent (resp. adhé- 
rent) à L@L’, et L vérifie la propriété d’approximation 
stricte (resp. d’approximation), erg. fds 

Corotiaire 1. — Si Let M sont quasi-complets (resp. complets ), 


et si Pun deux vérifie la propriété d’approvimation stricte 
(resp. d'approzimation), alors L @. M (resp. L .® M) est 


_ identique à LeM. 


En effet LeM est alors quasi-complet (resp. complet) (pro- 
position 3). uy 

On en déduit que si L et M sont complets, et si Pun d eux 
vérifie la condition d’approximation stricte, le quasi-complété 


- L @. M coincide avec le complété L ®, M. 


{ 


j 


() Voir Préliminaires. 
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CoroLLaIRE 2. — St les L; sont quasi- -complets, et si tous, sauf 
un au plus, vérifient la propriété d approximation stricte (resp. 
d’approximation), @ L; est strictement dense (resp. dense) 

iEI 
dans Li. Si tous les L, vérifient la propriété d’approximation 
stricte (resp. d’approximation), il en est de même de Ly. 

Démontrons la première propriété par récurrence sur le 
nombre n d’éléments de I. Elle est évidente si n = 1. Suppo- 
sons la démontrée lorsque I a n—1 éléments, et démon- 
trons la pour I= (1, 2,...n). Nous supposons que L,,..., L,, 
vérifient la propriété d’approximation stricte (resp. d’appro- 
ximation). 

i=n—1 


Alors @ L;est strictement dense (resp. dense) dans 


i=1 


i=n—1 
d’après l'hypothèse de récurrence; alors @L, = ( @ L,)@L, 


iEl 


i= 


m3 
& 
v 


t=n—1 


est strictement dense (resp. dense) dans ( € L,) @.L,; comme 
i—1 


alors L, vérifie la propriété d’approximation stricte (resp. 
d’approximation), ce dernier espace est strictement dense 
i=n—1 
(resp. dense) dans ( e L, eL, d’après la proposition 11. Enfin 
it 
ce dernier espace est L puisque les L; sont quasi-complets 
(proposition 7). Finalement @L,; est strictement dense (resp. 
dense) dans Lx. a 
Supposons maintenant que tous les L; vérifient la propriété 
d’approximation stricte (resp. d’approximation). Soit M un 
espace localement convexe séparé quelconque, non nécessaire- 
ment quasi- complet. 
D’après la première partie du corollaire, Me L,® M est stricte- 


ment dense (resp. dense) dans ¢((L,),e1, ie: = “Lyell (corollaire 2 
de la proposition 7), donc a fortiori L1@ M est strictement 
dense (resp. dense) dans LEeM; alors L,®@M, strictement 
dense dans Li ®.M, est lui aussi strictement dense (resp. dense) 


dans LyeM donc a fortiort dans LyeM. Cela prouve, d’ apres la 
proposition 11, que Lx vérifie la propriété d’approximation 
stricte (resp. d’ approximation). 


THÉORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 49 


$ 2. Définition des distributions à valeurs vectorielles. 


Nous avons vu dans un article antérieur (‘) que, si 4 est 
un espace de fonctions différentiables sur R" à valeurs sca- 
laires (réelles ou complexes) et E un espace vectoriel topolo- 
gique localement convexe séparé quasi-complet, il y a plusieurs 
définitions possibles, a priori aussi naturelles les unes que les 
autres, pour l’espace des fonctions vectorielles définies sur R" 
à valeurs dans E du type 4. Ainsi nous avons distingué les 
espaces 9"(E) et D"(E), appelés alors 9"(E) et 9"(E) 
respectivement; d’autre part nous avons défini 46"(E) (appelé 
alors 36"(E)) comme l’espace des fonctions m fois continuement 
différentiables scalairement dans 36", et non comme l’espace 
des fonctions scalairement m fois continuement différentiables 
et scalairement dans 36”, ces deux espaces étant différents 
pour m fini. La définition que nous avons retenue est celle qui 
pour 4”(E) donnait le produit tensoriel topologique quasi- 
complété #"@.E. Ce sont les mêmes considérations qui nous 
guideront pour les distributions à valeurs vectorielles. 


Dérrnition. — Une distribution d'ordre < m (fini ou infini) 
sur R" à valeurs dans E, espace vectoriel topologique localement 
convexe séparé, sera une application linéaire continue T de ®D" 
dans E; l’espace de ces distributions, qui est donc £(9"; E), 
sera aussi noté D'"(E). Soit m << m'. Une application linéaire 


continue T de 9" dans E définit a fortiori une application 
Énéaire continue T° de 9” dans E; par ailleurs T’ suffit à 


caractériser T car elle définit T sur le sous-espace dense 9” 
de 9". On peut donc considérer (abstraction faite de toute 
topologie) D'"(E) comme sous-espace de 9’"(E). En particu- 
lier tous ces espaces sont contenus dans dD'(E) = £(9; E), 
espace des distributions a valeurs dans E. 


(1) Voir Scuwarrz [1]; en particulier page 406, lemme 2 page 146, et théoréme 4, 
page 111. Nous changeons ici les notations adoptées dans cet article. On voit en 


effet que Hen (E) est le plus usité, tandis que #"(E) ne s'emploie que dans des cas 
exceptionnels; autant vaut prendre la notation la plus simple pour le cas le plus fré- 
quent; nous écrirons donc désormais #6"(E) et 4”(E) au lieu de #"(E) et 96"(E) 


respectivement. 3 


50 LAURENT SCHWARTZ 


En général nous munirons 9’"(E) de la topologie 4,(9"; E) 
ou D/"(E) de la convergence uniforme sur les parties compactes 
de 9"; parfois de la topologie L,(9”; E) de la convergence 
uniforme sur les parties bornées de 9”. Pour m infini, ces deux 
topologies n’en font qu’une et ®'(E) sera toujours considéré 
comme muni de cette topologie. 

Dans toute la suite, sauf mention expresse du contraire, 
E sera un espace vectoriel topologique localement convexe séparé 
quasi-complet. 


Proposition 12. — E n'étant pas nécessairement quast- 
complet, les espaces D/"(E), 4(E; D") et DE sont canoni- 
quement isomorphes. Si E est quasi-complet, D'eE est quast- 


complet et identique à 9."®,E; si E est complet, DE est 
complet et identique à D" ®, E. 


DÉMONSTRATION. — 9” a la topologie 7(9”, D’”) ("), donc 
Hm — (Di), (§ 1, page 17), alors les isomorphismes résultent 
du corollaire 2 de la proposition 4 du § 1; comme 9,” est 
complet (*), et a la propriété d’approximation stricte (corol- 
laire 2 de la proposition 4 des préliminaires), lidentité 
DrcK = D" 8, E (resp. D" G.E) si E est quasi-complet (resp. 
complet) résulte du corollaire 1 de la proposition 11 du § 1. 

Si T est une distribution à valeurs dans E muni de sa topo- 
logie affaiblie, comme 9” a la topologie +(2”, D’") de Mackey, 
l'application T de 9 dans E, faiblement continue, est aussi 
continue, et T est aussi une distribution à valeurs dans E 
muni de sa topologie initiale. 

D'ailleurs pour qu’une application linéaire de 9" dans E 
soit continue, il faut et il suffit, puisque D” est bornologique (*), 
qu’elle transforme toute partie bornée de 9" en une partie 
bornée de E : l’espace des distributions d’ordre < m a valeurs 
dans E, abstraction faite de sa topologie, ne dépend pas de la 
topologie de E, mais seulement de ses parties bornées. 


(!) Un espace tonnelé a la topologie + de Mackey (Boursaxt [2], proposition 5, 
page 70); or Dz (K, compact de R") est un espace de Fréchet, donc tonnelé, et D”, 
limite inductive des DZ, est aussi tonnelé (Boursaxi [2], corollaire de la proposi- 
tion 1, page 2 et corollaire 2 de la proposition 2, page 2). 

(?) Dizuponn&-Scuwarrz [1], proposition 12, page 82. 

(3) Boursax: [4], théorème 3, page 11; le fait que D" soit bornologique résulte 
de ce qu’il est un espace £%, voir ibidem milieu de la page 11. On trouvera aussi le 
résultat énoncé dans Dreuponné-Scnwarrz [1], proposition 6, page 71. 


RTS PTT 


THEORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 51 


Maintenant, soit “IT une application linéaire quelconque de E’ 
dans 92”. Par transposition, elle définit une application linéaire 
continue de 9" dans E’*, dual algébrique de E’, lorsqu'on 
munit 9” de sa topologie affaiblie, et E’* de la topologie 
o(E’*, E’); T est une distribution d’ordre < m à valeurs dans 
E’*. Pour qu’elle soit une distribution d’ordre < m a valeurs 
dans E(et par conséquent pour que 'T soit continue de Ei 
dans D"), il suffit que, pour toute 9 e 9”, T(¢) soit dans KE; 
car alors T est une distribution à valeurs dans E muni de sa 
topologie affaiblie, donc à valeurs dans E muni de sa topo- 
logie initiale. 


Notation. — Nous réserverons le nom de distributions 
d'ordre < m à valeurs dans E aux éléments de £(9"; E), et 
i = os Es = 
nous noterons D"(E) l’espace £.(9"; E). Pour Te%(9"; E), 
> = 
nous appellerons ‘T l’élément de {{E;; D") associé à T par 


ES > > 

transposition; nous noterons T(+) e E l’image de ¢ e D" par T, 
(T We Gym |’; Con Pi / im 

et (T, e') e D'" l’image ‘T\e’) de e’ e E’ par ‘T. Nous poserons 


Vay IN /% EN /m@ aa 
(I, 2; 41). AT, 9, &7=(T(9), €7 =, e (+), 
l'égalité entre les deux derniers membres marquant précisément 


la relation de transposition entre T et 'T CS: 

Quant à l’espace 9."8.E, il est-isomorphe à chacun des 
deux précédents mais formellement non identique. Il n’y aura 
cependant pas d’inconvénient dans la suite à l'identifier 


complètement à £,(9"; E). Pour Te" et eeE, nous appel- 
lerons done T @e l'élément de 4(9"; E) défini par 


(I, 2; 2) (To) (9) =T(¢)e, 


(!) Nous inversons les notations de Scawarrz [1]: nous appelions L? l'appli- 
cation & > (3, é >, et ‘Lz l'application T > T(9), page 125 de l’article cité; ici au 
contraire nous appelons T ou Lf l’application b>T (4), et ‘T ou ‘L¥ l’applica- 

aS ra = . . . . . . 
tion e/ me oD e! 2 Cette modification est motivée par la considération suivante: 
si T est une fonction 9 e $°(E), il est normal que l’application T ou LY aille dans le 
même sens que l'application 9; or 3 applique R" dans E, et si l'on identifie chaque 


0 = . . 
point de R" à la mesure définie par la masse unité en ce point, 9? devient une appli- 
cation d’un sous-espace de &/° dans E; son extension en une application de &/° tout 
entier dans E doit étre appelée Lz. 
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et (T @e) l'élément de {(E;; 92”) défini par 
(I, 2; 3) (Tee, &) =, eT. 


Naturellement dans bien des cas il y aura méme intérét a iden- 
tifier complètement les 3 espaces isomorphes, et à ne plus 


Ts 1 #4 F4 fA à] 
distinguer T de ‘T. Dans d’autres cas il y aura intérêt à ne plus 
faire aucune identification. 


Autres types de distributions vectorielles. 


DériniTion. — 46 étant un espace de distributions (‘), E un 
espace localement convexe séparé (non nécessairement quasi- 
complet), on appelle 46(E) l’espace 96E, identifié aussi à 
4.(36.; E). 

C’est un sous-espace de D'(E), muni d’une topologie plus 
fine que la topologie induite. C’est l’espace des distributions T 


à valeurs dans E, telles que ‘T soit une application continue 
de E! dans # ; sa topologie est celle de la convergence uniforme 


de ‘T sur les parties équicontinues de E’. T—'T est un iso- 
morphisme, algébrique et topologique, de 4(E) sur 4(E;; 36). 
d6(E) est quasi-complet (resp. complet) si 46 et E sont quasi- 
complets (resp. complets). Toutes les propriétés énoncées 
pour d6(E) se voient immédiatement, en appliquant les résul- 
tats du $ 1, notamment la proposition 1 (injection de 4#(E) 
dans 9’(E)), le corollaire 2 de la proposition 4, la proposition 3. 

Pour 4 = D", on trouve 4(E) = D"(E), d’après la pro- 
position 12. 

Dans la suite, sauf mention expresse du contraire, & et E 
seront supposés quasi-complets. 


Proposition 13. — Soit À un espace de distributions normal 
(non nécessairement quasi-complet), et soit E un espace locale- 
ment convexe séparé (non nécessairement quasi-complet). L'espace 
{(X; E) est un sous-espace vectoriel topologique de K!(E), 
identique à cet espace tout entier si K a la topologie +. 


D’abord K, est un espace de distributions normal (propo- 


(') Rappelons qu’un espace de distribution sur R" est un sous-espace de l’es- 
pace D’ des distributions sur R", muni d’une topologie localement convexe plus fine 
que la topologie induite par 9’. 


Mie e ©: 
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sition 4 des préliminaires). Il suffit ensuite d’appliquer le 
corollaire de la proposition 5 du § 1. 


Remarque. — Si E est quasi-complet (resp. complet), et si 
h est strictement normal (resp. normal), il suffit, pour que 
T ¢ 9(E) soit dans {(K; E), qu’elle soit continue sur 9 muni 
de la topologie induite par 4. 


Les espaces usuels et la propriété (¢). 
Toute distribution T de 3#(E) est « scalairement dans 46 », 


autrement dit CT, e) est dans 46 pour tout ee E’. Mais la 
réciproque n’est pas nécessairement vraie (voir exemple 
page 56, avec 4 = 4"). Nous introduirons alors la propriété (se) 
relative à l’espace % (non nécessairement quasi-complet) : 
Propriété (:) : Quel que soit l'espace localement convexe séparé 


quasi-complet E, toute distribution T à valeurs dans E, scalai- 
rement dans 4%, appartient à #(E); en d’autres termes toute 


application linéaire ‘T de E dans 4%, continue lorsqu'on 
munit % de la topologie induite par ®', est continue pour la 
topologie initiale de 46. 

Si un espace de distributions 4 a la propriété (e), 4(E) 
(abstraction faite de sa topologie), dépend de # et non de sa 
topologie; en outre il ne dépend que de la topologie affaiblie 
de E (voir page 50). 

Il nous reste à voir si les espaces # rencontrés dans la pra- 
tique vérifient la propriété (¢) ; celle-ci est compliquée à vérifier, 
puisqu'elle fait intervenir tous les espaces E; il serait utile de 
la remplacer par une propriété intrinsèque. Mais les critères 
obtenus sont alors compliqués et inapplicables. Nous allons 
plutôt partir de critères suffisants simples, qui montreront 
que certains espaces usuels vérifient (c); et de là passer aux 
autres par des méthodes particulières à chaque cas. 


Proposition 14. — Si & est un espace de distributions normal 
et métrisable, X! vérifie la propriété (¢). | 

Soit en effet T une distribution à valeurs dans E, scalaire- 
ment dans #’. Nous allons montrer que, Sl ¢ parcourt une 
partie J-bornée de 9, T(¢) reste bornée dans E. Pour cela il 


54 LAURENT SCHWARTZ 


suffit de montrer que T(+) reste faiblement bornée (‘), donc 
que, pour tout ee E’, (T(¢), e’) reste borné; d’après (I, 2, 1) 
c’est évident, puisque, par hypothèse, Gi e’) est dans ‘i’, et 


que © reste bornée dans ‘i. Mais alors, À étant métrisable, 


muni de la topologie Dx induite par Ji est aussi métrisable, 
et T, application linéaire de Dx dans E qui transforme: toute 
partie bornée de Dx en une partie bornée de E, est continue 
de Dy dans E. Comme 9 est dense, donc strictement dense 
dans l’espace métrisable ‘i, et que E est supposé quasi-complet, 
T se prolonge en une application linéaire continue de X dans E, 
donc Te 4(K; E), et TeE,; 32), d’où le résultat. 

Exempres. — Les espaces À = 6”, J, L? pour 1 < p< ©, 
9,» pour 1<p< 0, &’, vérifient les propriétés voulues. Donc : 
6e, s, L? pour 1<q< 0, (Dis), pour 1 << q< ©, vérifient la 
propriété (e). 

Soit maintenant T une distribution scalairement dans ®'”. 
Alors si « e %, «T est scalairement dans 6’” (le produit multipli- 


catif d’une distribution vectorielle par une fonction apparte- 
nant à & se définit sans difficulté par 


(1, 2, 4) aT (¢) = T(ag), 
et l’on a 
(1,52, 8) aT, e’)= (aT, e') pour tout ee E’). 


Ei — - 

Cela prouve que (wT) est continue de E; dans 6. Mais la 
convergence dans ®" est locale sur R’, et si, pour tout «<9, 
aS converge vers 0 dans 6", cela prouve que S converge 
vers 0 dans D". Done ‘T e {(E;; D2”), ce qui prouve que l’espace 
D" vérifie la propriété (c). | 


Proposition 15. — Soit 46 un espace de distributions normal 
dans lequel les parties fermées bornées sont compactes, et tel que 
son dual d6 soit strictement normal. Si en outre # a un système 
fondamental de voisinages de O qui sont D'-fermés dans #, 
alors 46 a la propriété «. 

(‘} Toute partie faiblement bornée d'un espace localement convexe est bornée 


pour la topologie initiale (théorème de Mackey; Boursaxt [2], corollaire du théo- 
rème 3, page 70). | ti 


Ms. 


ex 
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DémoxsrrarTron.— Soit T une distribution à valeurs dans E, 
scalairement dans #6. Soit W un voisinage de O, convexe équi- 
libré et D’-fermé, de #6; comme 'T est continue de E! dans # 
muni de la topologie induite par ‘9’, l’image réciproque 'T—"(W) 
est un ensemble fermé dans E/, donc faiblement fermé dans E’ ; 
il est de plus convexe, équilibré et absorbant, donc c’est un 
voisinage fort de O dans E’ ('); comme les W forment un 
système fondamental de voisinages de O dans 96, cela prouve 


que ‘T est continue de E; dans 96. Sa transposée T est alors 
définie et continue de 946! = 36, dans E;, bidual de E, muni 
de la topologie de la convergence uniforme sur les parties 
fortement bornées de E’; a fortiori T est continue de 46; dans 
E!, muni de la topologie de la convergence uniforme sur les 
parties équicontinues de E’, topologie induisant sur E sa topo- 
logie initiale. Mais comme 9 est strictement dense dans 4,, 
que E est quasi-complet, et que T applique ® dans E, elle 


of 


applique aussi 4, continuement dans E, donc T < #(E), et 
# vérifie bien (e). 

Dans la pratique, on verra en général que #4 a un système 
fondamental de voisinages de O 9’-fermés de la façon suivante. 
On constatera que toute partie équicontinue H’ de 46’ est 


contenue dans l’adhérence faible K’ d’une partie équicontinue 
K’ de 3’ contenue dans ® (des troncatures et régularisations 
montreront cette propriété). Alors tout voisinage de O dans 
# contient un polaire H’°, donc contient un K’° qui est fermé 
dans % pour la topologie induite par 9’ puisque i ot 

Rappelons aussi que, si 46 a la propriété d’approximation 
par troncature et par régularisation, 46, est strictement nor- 
mal (préliminaires, remarque 3° après la proposition 4). 


Exemeces. — 9’, 6, S' et surtout 9,6, J, que nous n'avions 
pas encore obtenus, vérifient la propriété (e). 

Les espaces que nous avons obtenus ici rejoignent ceux de 
notre article antérieur (*) et avec les mêmes notations. Mais 


(!) Le polaire de #5! (W) est en effet faiblement borné puisque tz! (W) est absor- 
bant, donc aussi borné pour la topologie initiale de E d’après le théorème de Mackey 
(Bourgaki [2], corollaire du théorème 3, page 70); alors son bipolaire est un voisi- 
nage fort de O dans E’, mais il coincide avec son bipolaire puisqu'il est convexe 
équilibré faiblement fermé. 

(2) Scuwarrz [1]. 
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ici nous démontrons plus : nous savons maintenant que toute 
distribution à valeurs dans E, scalairement dans &, est une 
fonction indéfiniment différentiable à valeurs dans E. 

Prenons maintenant plus généralement pour espace 46 un 
espace 46° ayant les propriétés définies dans notre article anté- 


rieur. Si T est une distribution scalairement dans 46°”, elle est 


scalairement dans &, donc T est une fonction indéfiniment 
différentiable à valeurs dans E; étant scalairement dans 96°, il 
résulte de la définition page 102 de notre article précité qu’elle 
est dans 46*(E) tel que nous l’avions défini a ce moment, c’est-à- 
dire ‘Te 4(Ei; 4”) (théorème 3, page 127 de l’article cité), 
donc 4” vérifie (e). 

En particulier nous voyons que les espaces Oy, %,, vérifient 
la propriété (e). 

Par contre les espaces 56” étudiés dans notre article anté- 
rieur ne vérifient jamais la propriété (e) pour m fini. Ainsi D”, 
6", ne vérifient pas (<). Il peut en effet arriver qu’une fonc- 
tion f définie sur R" à valeurs dans E soit scalairement m fois 
continuement différentiable sans étre m fois continuement 


différentiable. Alors 7, étant scalairement continue, définit 
une distribution a valeurs dans E, comme nous le verrons plus 
tard (corollaire 1 de la proposition 21); cette distribution est 
scalairement dans 6”, mais n’est pas dans &"(E) (Par contre, 
rappelons qu’on a toujours J6"(E) = 4” @, E = ¥.(E{;96")) ('). 

On peut aller plus loin: une distribution Te 9’ (E), sca- 
lairement dans 6°, n’est pas nécessairement définie par 
une fonction scalairement continue à valeurs dans E. 


Soit T une distribution à valeurs dans E, scalairement 
fonction continue. Comme &° a un système fondamental 
de voisinages ®'-fermés de O, à savoir les polaires 
des parties &'°-bornées de ® (toute partie bornée de &’° est 
contenue, par régularisation, dans l’adhérence, pour la topo- 
logie faible 5(8°, 8°), d’une partie &'"-bornée de 9), ‘T est 
continue de E; dans &°, comme nous l’avons vu dans la démons- 
tration de la proposition 15. Par transposition T définit une 
application linéaire de &'° dans E”, continue pour les topo- 


(1) Scuwarrz [1], théorème 1, page 111, et théorème 3, page 127. 
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logies fortes, et aussi pour les topologies 8° et E{ de la conver- 
gence uniforme sur les parties compactes de &° et E;. En parti- 
culier la masse unité ¢,(y), ye R", a pour image un élément 
nN, N : ‘ 

f(y) de E”; et comme y — à,(y) est une fonction continue sur R"” 
x = >] ay ° . 

à valeurs dans &, y > f(y) est une fonction continue sur R" à 

a . = PAT . 

valeurs dans E{. La relation entre T et f est la suivante. 
Comme + peut s’écrire dans 6 : 


(1, 2; 6) o(@) = [.à(y) o(y) dy, 
on a, dans E; : 
(1, 25 7) T(z) = f fy) ey) dys 


> =< > ~<\ =< 
et CT, e) = f, e’) pour tout ee E’. On peut donc dire que la 


Ÿ 


distribution T est la fonction f à valeurs dans Et, T étant 


a 


L4 = x > ‘ 
néanmoins à valeurs dans. E. Le prolongement de T a & se 
définit d’ailleurs aussi par une intégrale à valeur dans E”: 


(1, 2; 8) Tu) = [_ fly) duly), 


pour toute ne 6e’. 

Ce résultat ne peut pas étre amélioré, et on peut voir par un 
exemple que f n’est pas nécessairement a valeurs dans E. 
Soit E = &;, espace des fonctions indéfiniment différentiables 
sur Z" (dual de R* = X") tendant vers 0 à l'infini ainsi que 
chacune de leurs dérivées, muni de sa topologie usuelle. Soit G 
la distribution sur X” à valeurs dans E définie par la trans- 
formation de Fourier 7: si9e®., T (¢) est son image de Fou- 
rier, qui est dans #, et a fortiori dans @:. Un élément e de E 
est une distribution S, appartenant à (9::),; d’après la rela- 
tion de transposition (1, 2; 1) et la définition de l’image de 
Fourier d’une distribution (¥S(¢) = S(%¢)), (T, e’) n’est autre 
que la distribution en x transformée de Fourier 35, de S,; 
c’est une fonction continue de  ('), donc T est scalairement 
fonction continue. T se prolonge alors en une application 
linéaire continue de 6° dans E;; l’image de y, mesure à sup- 


(!) Scmwanrz [5], chapitre vi, § 7, exemple 4, page 112. 
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port compact, est encore (par continuité) son image de Fou- 
rier, mais celle-ci est dans @,, bidual de %;, et non dans 
®. lui-même. En particulier l’image de ¢,(y), yeR", est 
exp (—2iry?), qui. est dans #., mais non dans ®;; la for- 
mule (1, 2; 7) est celle qui définit la transformation de Fourier : 


2] 


(I, 2:59) Fe— | exp (—2iny2)¢(y) dy <9, cc. 


Au contraire pour m > 1, on peut arriver à une situation 
meilleure. Soit T une distribution à valeurs dans E, scalaire- 
ment dans &", m>1. Elle se prolongera en une application 
linéaire continue de 6/" dans Ej. Mais ¢,(y), par régulari- 
sation, est limite, dans 6”, d’une suite d’éléments de ®, donc 
f(y) est limite dans E; et a fortiori dans E; d’une suite d’élé- 
ments de E; alors, comme E est quasi-complet, f est à valeurs 
dans E lui-même; il y a donc identité entre les distributions 
scalairement fonctions m fois continuement différentiables et 
les fonctions scalairement m fois continuement différentiables. 
Pour m=, on retrouverait le fait que & vérifie (£), mais 
c’est à peu près la démonstration même de la proposition 15. 

L'analyse utilise d’autres espaces importants, notamment 
S'(F) et Oc. Montrons qu'ils vérifient (<). Rappelons que si 
R' = X", et si =” est le dual de X" et [’ un convexe de 
8", ¥’(L’) est l’ensemble des distributions sur X" dont le pro- 
duit par toute fonction exp(—&z),£ eI’, est dans #';ilest muni 
de la topologie la moins fine rendant continues les applica- 
tions T->exp(—Eà)T, £el', de #'([) dans ¥’. Soit T une 
distribution à valeurs dans E, scalairement dans #([')}. Pour 
tout e’ <E’, CT, e) est dans JS’(['); donc, pour tout Ee |’, 

D F z AZ —< 
exp (—Ex)(T, e’), c’est-à-dire (exp (—EZ)T, e), est dans 9’; 
comme 4" vérifie (e), cela signifie que, si e converge vers 0) 
APRES 
dans Ee (exp (—E2)T, e) converge vers 0 dans #, donc 
que (T, e) converge vers 0 dans J’([’); donc ‘T applique conti- 
nuement E; dans 9’([’), et S'(L') vérifie la propriété (e). 

En outre Te 9'(E) est dans (S’([))(E) si et seulement si, 
pour tout eI’, exp (—£Z)T est dans J'(E). | 

Soit maintenant T une distribution à valeurs dans E, scalaire- 
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ment dans O¢. Elle est a fortiori scalairement dans J’, done T 
applique continuement E/ dans #’. Soit % la transformation 
de Fourier. L’application %°'T de E’ dans J” est continue, et 
elle applique E’ dans 04; comme Oy vérifie (e), elle est continue 
de E, dans Oy, done ‘T est continue de Ei dans 0, et 
l’espace Og vérifie la propriété (e). 

On peut conclure comme suit ce que nous venons de voir 
(en y ajoutant les résultats des préliminaires) : 


Des 

1<q< x), (9s), (pour 1 <q < œ), Di, 82", 9", S"(L), OG, sont 
des espaces de distributions strictement normaux, ayant les 
propriétés d’approximation par troncature et par régulari- 
sation, et la propriété d’approximation stricte; ils ont tous la 
propriété (c), sauf D”, 6" et BP pour m fini. 

Pour les différents espaces 46 donnés dans cet énoncé, on a 
une interprétation simple de 4(E). Donnons encore l’inter- 
prétation de #'(E) : | 


Proposition 16. — Les espaces D", 6", BY, J, Om, LZ (pour 


Proposition 17. — L'espace R'(E) est l’espace des fonctions 
indéfiniment dérivables à valeurs dans E, convergeant vers 0 à 
l'infini ainsi que chacune de leurs dérivées : sa topologie est celle 
de la convergence uniforme sur R" de chaque dérivée. Si X' et Y” 
sont deux espaces euclidiens, %,, = 8, ®; Bj. 

1° Soit en effet fe &'(E). Alors fe &(E), done c’est une 
fonction indéfiniment dérivable à valeurs dans E. Mais on sait 


que T — f(T) est une application linéaire continue de (%’), 


dans E. Lorsque £eh" s’éloigne indéfiniment dans R', la 
distribution D?(¢(z— &)) reste dans une partie équicontinue 
de j,, et converge vers 0 simplement sur le sous-ensemble 


dense de ®', donc converge vers 0 dans (%'),('); alors 


f(D? (é(—8))) = (— 1)rDrf(E) converge vers 0 pour [£|— c, 
donc f converge vers 0 à l'infini sur R”, ainsi que chacune de 
ses dérivées; ceci ne suppose pas E quasi-complet. Récipro- 


x 


it f leurs dans E, indéfiniment 
quement, soit f une fonction à valeurs dans E, in 
dérivable, convergeant vers 0 à l’infini ainsi que chacune de 


ses dérivées. Alors € ashe e ) est une application linéaire de E' 


(‘) Boursaxr [2], proposition 5, page 23. 
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> 
dans %'; comme l’ensemble des valeurs de D?f(x), x e R", pour p 
fixé, est une partie relativement compacte de E, on voit que, 


By, a À 
si e’ converge vers 0 dans Ki, donc amelie sur toute 
partie compacte de E Suppose quasi-complet, Ff e) converge 


vers 0 dans &". Donc f est continue de E; dans #° et fe 8 (E). 
Enfin la topologie de S'(E)&£(E; 8°) est celle de la 


convergence uniforme sur R” de chaque dérivée Df, e'), uni- 
formément sur toute partie équicontinue de E’, c’est-à-dire 
celle de la convergence uniforme sur R” de chaque dérivée Def 

20 Si alors X' et Y” sont deux espaces euclidiens, 
RG. R, = BEB, (corollaire 1 de la proposition 11) 
= 8; (B,) = B;(8;). Montrons que cet espace n’est autre que 
8... Tout d’abord, c’est un sous-espace de 6, @,6,, muni d’une 
topologie plus fine que la topologie induite (proposition 1); 
et on sait que 6,@.6, peut être identifié a 6,,('). Soit alors 
fe %,®,8,. En la considérant comme élément de @;(®;), 
elle définit, d’après ce que nous avons vu, une fonction indé- 


finiment dérivable f sur X‘, à valeurs dans @;, convergeant 
vers 0 à Vinfini sur X‘, ainsi que chacune de ses dérivées 
(f(x) = fla, y). Soit Ÿ, le voisinage de 0 de @; formé des 
fonctions dont la dérivée D? est majorée en module par &; alors 
D?f(x) e , pour |x| > A, convenable, autrement dit 


IDéDÿf(a, y)i<e pour —_[a|>>Ay: 
f converge vers 0, ainsi que chacune de ses dérivées, lorsque 
||» 00. Mais f définit aussi une fonction ‘f indéfiniment 
dérivable sur Y" à valeurs dans @;, convergeant vers 0 à 


Pin fini sur Y” ainsi que chacune de ses dérivées (Fly) = f(x, y))s 

et le méme raisonnement que ci-dessus montre am: que f 
converge vers Q, ainsi que chacune de ses dérivées, pour 
ly|—> 00 ; fnalement f converge vers 0 ainsi que chacune de 
saandériveds quand |z| ou |y| tend vers l’infini, Lf eR, , 


Réciproquement, soit fe %;,,. La fonction f définie sur X! 


à] 


à valeurs dans &, par la formule ci-dessus est indéfiniment 


dérivable. Mais chacune de ses dérivées D?fest une fonction 


(!) Scuwarrz [1], proposition 12, page 113. 


THEORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 61 


> ZE . 4 
continue sur X‘ à valeurs dans $;, donc, d’après un lemme (') 


sur la dérivation des fonctions à valeurs vectorielles, f est 
indéfiniment dérivable sur X‘ à valeurs dans @;; de plus, elle 
converge évidemment vers 0 à l'infini sur X‘, ainsi que chacune 
de ses dérivées, puisque f converge vers 0, ainsi que chacune 
de ses dérivées, pour {x|— « ; donc on a bien fe, (8;), ou 
fe, &.R,. 

La topologie de l’espace 8; (%}) est celle de la convergence 
uniforme sur X' de chaque dérivée Df, c’est-à-dire celle de la 
convergence uniforme sur X'>< Y" de chaque dérivée D?D#f, 
c’est-à-dire la topologie de %;, ,, 

enqeiide 


Les espaces 46(E) pour certains espaces #. 


1° &'™(E) sera le sous-espace de 9’"(E) constitué par les 
distributions à valeurs dans E à support compact (le support 
d’une distribution a valeurs vectorielles se définit comme pour 
une distribution à valeurs scalaires: une distribution est 
nulle dans un ouvert Q de R" si T(z) = 0 toutes les fois que 


+ a son support dans 0; la partition de l’unité montre que 
toute réunion d’ouverts où T est nulle est un ouvert où 
T est nulle; le support de T est le complémentaire du plus 
grand ouvert de R” où T soit nulle. Pour que T soit nulle 
dans (, il faut et il suffit que (T, e) soit nulle dans Q pour 
tout e’ < E’; le support de T est donc l’adhérence de la réu- 
nion des supports des distributions scalaires ell e) lorsque 
e! parcourt E’). On sait que, pour m = 00, &' est la limite induc- 
tive des 6, K compacts de R" (car la limite inductive des 
8, est une topologie plus fine que 6’; mais elles ont les mémes 
parties bornées, les parties bornées des & (*), et comme &' 
est bornologique ($ 1, page 44), ila la topologie localement 
convexe la plus fine compatible avec ses parties bornées, donc 
les deux topologies sont bien identiques). 

(') Scuwarrz [1], lemme 1, page 145. Bsa 

(2) Toute partie bornée de £! est bornée dans un 84, (Scuwarrz [4], remarques 


suivant le théorème XXV du chapitre 111); une partie bornée de la limite inductive 
des 84 est aussi une partie bornée d’un 8, (Boursaxt [2], proposition 6, page 8). 
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On pourra done définir aussi sur &'(E) la topologie limite 
inductive des 8 (E). Nous ne définirons pas de topologie 
sur &"(E) pour m fini. Il est clair que &’"(E) € 6"(E); mais 
ces espaces sont en général distincts. D’après la proposi- 
tion 16, &"(E) est l’espace des distributions d'ordre < m 
scalairement à support compact, ce qui signifie seulement 


< —— 


que ce el) est à support compact pour tout e' eH’. Par 
exemple si E = &", la distribution « identique », application 
identique de &" dans 6", appartient à 62"(5") = 4,(6"; 6"), mais 
son support est l’espace entier, donc elle n'appartient pas à 
Gin (8m), 

L'espace 8'(E) est lui aussi localement convexe séparé 
quasi-complet, et complet si E est complet, car il est limite 
inductive stricte d’une suite d’espaces quasi-complets ou 


complets ('). La topologie de &’(E) est plus fine que la topo- 
logie induite par &'(E), puisque sur 6x(E) elles coincident; en 
général elle sera strictement plus fine. 

Si E est un espace de Banach, ou plus généralement un 


espace (DF), les espaces &'(E) et &’(E) sont algébriquement 


identiques. En effet, si Te6&’(E),T est une application 
linéaire continue de & dans E (proposition 13), et en vertu des 
hypothèses faites sur E, on sait qu'il existe un ouvert U de & 


dont l’image T(U) est bornée (*); mais il existe un compact 
K de R’ tel que toute fonction kg, où k est un scalaire et où sa 


(!) Une limite inductive stricte d'espaces complets est complète d'après Kérue [1]. 
Une limite inductive stricte L d’espaces quasi-complets L, est quasi-complète; si en 
effet F est un filtre de Cauchy borné sur L, c’est un filtre de Cauchy borné sur un L, 
(Boursaki [2], proposition 6, page 8 et [1], proposition 3, page 64) donc convergent. 
Comme, pour K € K’, la topologie de 8, est induite par la topologie de &,, la topo- 
logie 8, (E) est aussi induite par &,’(E) (chapitre 1, § 1, proposition 1); d’ailleurs tous 
les 6K(E) ont pour topologie la topologie induite par 9'(E); donc la limite induc- 
tive des &,(E) est bien stricte. 

(?) Si L est un espace de Fréchet, M un espace du type (DF), toute application liné- 
aire continue de L dans M est bornée, et tout ensemble borné H de &,(L; M) est équi- 
borné. En effet on peut identifier H à un ensemble de formes bilinéaires séparément 
continues sur L X M, borné pour la topologie de la convergence simple sur L X M’. 
Mais L et M’ sont des espaces de Fréchet (GRormenDiEcx [2], page 64 en haut), 
alors H est séparément équicontinu sur L X M’ (Boursaxr [2], théorème 2, page 27), 
donc équicontinu (Boursaxr [2], proposition 10, page 43). Cela signifie bien qu'il 


existe un voisinage U de O dans L tel que U u(U) soit borné dans M, donc que H 


est équiborné. seu 
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son support dans [ K, soit dans U; alors T(e ¢) = 0 si g a son 
support dans [ K, autrement dit T a son support dans K, et 


Te&'(E). Dans les mêmes conditions §’(E) et &/(E) sont 
topologiquement identiques, d’après un résultat de Gro- 
thendieck ('). Ceci s'applique en particulier à E—&€, 9’, 
Dia(1 <q < 00). 

Par ailleurs, si dans E il existe un voisinage de O ne conte- 


nant aucune droite issue de l’origine, &’(E) et &'(E) sont 


encore algébriquement identiques. Soit en effet ne 


L'application ‘T étant continue de E/ dans €’, CT, à e') reste 
borné dans &’ et par suite e garde son support dame un Hit 


fixe K(H') de R® lorsque & parcourt une partie équicontinue H’ 
de E’; or l'hypothèse faite sur E revient à dire, par dualité, 
qu'il existe une partie équicontinue H, de Le. qui engendre 


un sous-espace ly Sea dense, alors (T; e ') a son support 


dans K(H) pour tout e cE! et par suite T a son support 


dans K(H)), Te<é’ (E). La propriété énoncée pour E revient a 

dire qu’il existe une norme continue sur E. L’espace 9” (qui 

n’est pas du type (DF)) a cette propriété, car 9 > sup|¢(x)| est 
- zER" 


une norme continue. Au contraire, nous avons vu plus haut 
que &'(&) est distinct de &'(&). = 
20 Nous avons déjà étudié l’espace D'{E), limite inductive 


(1) Grornenpiecx [4], corollaire de la proposition 6, page 47, appliqué à E; = BK; 
où K;estle compact |z| <i dans R',et F = E du type (DF); ce corollaire montre 
que 8/ Q.E est la limite inductive des 8k;@-E; mais comme &/ et ses sous-espaces 8x 
sont nucléaires (donc vérifient la propriété d’approximation, ScawarTz [2], exposé 17, 
proposition 4), 8 @.E = 8 @.E = &' (E ) et k; QrE = 8k; QE = 8x, (E ), d'où la 
conclusion lorsque E est complet. Pour E non complet, le résultat est encore valable. 
En effet, nous allons montrer que le dual de &’ (E) et dela limite inductive G des 
8k (E) sont les mêmes, avec les mêmes parties équicontinues, ce qui montrera 
l'identité des topologies de &/ (E) et de G. Soit donc u une forme linéaire continue 
sur G, c’est-à-dire une forme linéaire sur &'(E) dont la restriction à chaque &x(E) 
soit continue. Comme &;(E) est dense dans 8. (E ) (puisque même 6, @E est dense 
dans && (E)), u se prolonge en une forme linéaire continue ux sur 6. (E ); siK € K’, ux 
est la restriction de ux’, donc l’ensemble des ux définit un prolongement de u en une 
forme linéaire u sur 8(E (E ), dont la restriction 4 chaque 64. (E Jest continue. Comme &/ (£) 


est la limite inductive des &L(E), u est continue sur 6’ (E ), et par suite u est continue 
sur §’(E). Même raisonnement pour les ensembles équicontinus de formes linéaires. 
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des Dz(E) ('). Toutes les fois que &'(E) et &'(E) coincident 
algébriquement, il en est évidemment de même de D"(E) et 
p(B). 


3° Nous avons étudié antérieurement l’espace 8"(E) (’). 


Propriétés d’hypocontinuité. 


Proposition 18. — Soit % un espace de distributions normal. 
La forme trilinéaire 


(T, p &) KT 9, &) = Te) 8) = (7, ) g) 

sur #6(E) X 4; X E{ est hypocontinue par rapport aux parties 
compactes de 56(E), et aux parties équicontinues de 3' et LE’. 
L’application bilinéaire (T, 7)—~T(¢) de #(E) xX &! dans E 
est hypocontinue par rapport aux parties compactes de 56(E) 
et aux parties équicontinues de #’, et l’image par cette applica- 
tion du produit d’une partie relativement compacte de 3(E) par 
une partie équicontinue de 4’ est relativement compacte dans E. 
L'application bilinéaire ee ees ë) de H(E) X E dans 4 
est hypocontinue par rapport aux parties compactes de d6(E) et 
aux parties équicontinues de E’, et l’image par cette application 
du produit d’une partie relativement compacte de 46(E) et d’une 
partie équicontinue de E’ est relativement compacte dans 4. 

Il suffit d’appliquer le corollaire 1 de la proposition 4 du $ 1. 


Remarques. — 1° Cet énoncé suppose # et E quasi-complets. Toute- 
= + > < 

fois, même s'ils ne le sont pas, (T, e!) ca e') reste hypocontinue de 
(#(E) ~ ¥.(Et; 46)) x E dans 36 par rapport aux parties équicontinues de 
£(E2; 4) et de EQ; elle est donc continue sur le produit de #(E) par une 
partie équicontinue de E’, donc a fortiori sur le produit d’une partie relative- 
ment compacte de d6(E) et d’une partie équicontinue de E’; cela suffit pour 
que l’image de ce produit, relativement compact dans #(E) X E!, soit relati- 
vement compacte dans #. 

Dans les mêmes conditions, l’image par (T, o) + T(e) du produit d’une 
partie relativement compacte de #(E) et d’une partie équicontinue de #! est 
relativement compacte dans E. 

2° Si À est un espace de distributions normal, ayant la topologie y, en 


(1) Scuwartz [1], pages 94-96. D(E) s'appelait alors, rappelons-le, ®{E), 
tandis que c’est ®"(E) qui s'appelait (BE). 
(?) Scuwartz [1], page 97. R"(E) s’appelait alors B"(E). 


TEE 
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; : at ath. : : ; 
posant @= Ki, on a HL=K. Si E est quasi-complet, et si Hi est quasi- 
complet (sans qu'il soit nécessaire de supposer # lui-même quasi-complet), 
on a un énoncé analogue à celui de la proposition 18, en remplaçant % par Xi, 


1 . ’ . . . 1 ep? ! 
4 par K, et les parties équicontinues de H par les parties convexes équilibrées 
compactes de K. 


3° On a une proposition analogue à 18, en remplacant #/ et E! par 46, 
j : ; ; à : 
et Eg, et les parties relativement compactes par les parties bornées, même si 


#% et E ne sont pas quasi-complets (en vertu du corollaire de la propo- 
sition 2°), 


§ 3. Exemples de distributions a valeurs vectorielles 
et propriétés algébriques et topologiques. 


Nous avons déja rencontré des exemples importants: si 


Ted, eck, T@e est une distribution à valeur dans E 
appartenant à 4(E). 


Distributions définies par des fonctions. 

DÉFINITION. — On dit qu’une fonction f, définie presque 
partout sur R" à valeurs dans E, définit une distribution à valeurs 
dans E, si Î est scalairement localement sommable, c’est-à-dire 
st FF. d e! ) est localement sommable pour tout e' e E’, et si l’applica- 

OS CPR ae ; ; Le 

tion linéaire e ~<f, e') est continue de E, dans 9’. La distri- 
— 4 . L L L pe 

bution T définie par f est l’unique distribution T telle que 

a . L or = # . 

ws €) = (F, e) pour toute'eE'; on identifie f à T et l’on écrit 


> > 


T = À 

Remarques. — 1° Si fdéfinit une distribution, celle-ci est sca- 
lairement une mesure, donc Î définit une mesure ou distribu- 
tion d’ordre 0 à valeurs dans E: fe D'o(E). 

Soit Î une fonction scalairement localement sommable. On 
peut toujours définir un élément f(¢) du dual algébrique 
E'* de E’ par l'égalité 

(351) Fes 2) =F 20) = (Pt), d)pto de 


a3 
pour tout ee E’. 
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f définit alors une application linéaire de ® dans E'*; si 
¢ converge vers 0 dans 9, Cf e' (¢) converge vers 0 pour e’ fixé, 
donc f(¢) converge vers 0 dans E’* pour la topologie o(H’”*, E’). 


Autrement dit f définit toujours une distribution à valeurs 
dans E’* muni de la topologie o(E’*, E’). 

20 Pour que 2 fonctions f , g, définissent la même distribution, 
il faut et il suffit qu’elles soient scalairement presque partout 
égales; cela revient à dire qu’elles sont presque partout égales, 
s’il existe dans E’ un ensemble dénombrable faiblement 


dense ('). 


Proposition 19. — Pour qu’une fonction f, définie presque 
partout sur R", à valeurs dans l’espace localement convexe séparé 
(non nécessairement quasi-complet) E, et scalairement localement 
sommable, définisse une distribution sur R" à valeurs dans E, il 


faut et il suffit que, pour toute 5 e D, Vélément f (+) de E'* 
défini par (I, 3; 1) soit dans E. 

Si en effet cette condition est réalisée, hi définit une distri- 
bution à valeurs dans E muni de sa topologie affaiblie, donc 
dans E muni de sa topologie initiale (voir page 50). 


Proposition 20 (Gelfand-Dunford). — Si E est le dual 
faible G d’un espace de Fréchet G (ou plus généralement d’un 
espace localement convexe G auquel soit applicable le théoréme 
du graphe semi-fermé pour les applications linéaires dans les 
espaces de Banach) (*), toute fonction à valeurs dans E, sca- 
lairement localement sommable, définit une distribution à valeurs 


dans E. 


(!) Soit en effet H cet ensemble. Pour tout Je H, il existe un ensemble N+$, de 
> 

mesure nulle de R", en dehors duquel (F(z) — lz), ë > = 0. Si alors N est la 
réunion des NZ, pour ee H, N est encore de mesure nulle; alors, pour z&N, 
f(x) — g(x) est une forme linéaire faiblement continue sur E’, nulle sur H, donc 
nulle sur Ej et f(x) = g(x) pour x & N. | 

(?). On dit qu’on peut appliquer à un espace localement convexe G le théorème du 
graphe semi-fermé pour les applications linéaires dans les espaces de Banach, si 
toute application linéaire de G dans un espace de Banach, dont le graphe est semi- 
fermé (fermé pour les suites convergentes), est continue. Il en est ainsi si G est un 
espace de Fréchet (Boursaxi [1], corollaire 5 du théorème 1, page 37), et plus géné- 
ralement s'il est ultrabornologique (limite inductive d'espaces de Banach), puisqu'il 
en est ainsi si G est un espace de Banach, et que, s’il en est ainsi pour des sous-espaces 
G; d’un espace G muni de la topologie limite inductive des G;, il en est ainsi pour G. 


L 


{ 
{ 
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DEMONSTRATION. — Soit & e 9; nous devons montrer que 
f(e) est dans E. Soit K le support de +. Le dual de E est 
K’ = G, et _par hypothèse < f, g > est localement sommable 
pour tout ge G. 


Alors > fg X (restriction de (fe g) à K) est une applica- 
tion linéaire de des dans l’espace de Banach L'(K) des classes 
de fonctions sommables sur K pour la mesure dx. Le graphe 
de cette application est semi-fermé (fermé pour les suites 
convergentes); car si g, est une suite d'éléments de G conver- 
geant vers 0 pour y—> , et si 7 8% converge vers un élé- 
ment A de L'(K), on peut extraire une suite partielle des g, 


1 as eu 
pour laquelle (f, g,)x converge presque partout vers h; comme 
D 


les fonctions 4 gy) convergent vers 0 en tout point x de R" 


puisque f(x) e G’, on a nécessairement h = 0 et le graphe est 
bien semi-fermé. Si alors G est un espace auquel on puisse 
appliquer le théorème du graphe semi-fermé pour les applica- 
tions linéaires dans les espaces de Banach, l'application 


za, ax est continue. Alors la forme linéaire 
~~ RE SEK 
g— |.) 8)+(x) da 


est continue sur G, donc F(¢) = (Gh, 
c.q.f.d. 


Proposition 21. — Si £ est une fonction définie presque 
partout sur R" à valeurs dans E, scalairement mesurable et telle 


que, pour tout compact K de R*, l'enveloppe de g(K) soit faible- 
ment compacte, et si h est une fonction numérique définie presque 


partout sur R" et localement sommable, alors f = gh définit une 
distribution à valeurs dans E. 


DémonstRATION. — Tout d’abord f est scalairement loca- 
lement sommable. Soit ensuite ce ®, de support K, et soit 
M= fi \r( Ih(2)|\¢(x)|de. Alors l'intégrale f, a(2)h(a)9(a) de est 

un élément de E'* qui est contenu dans M fois l’enveloppe 
(dans E’* muni de la topologie o(E’*, E’)) de g(K ). Comme 
RAD de de g(K) dans E est faiblement compacte, donc est 
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une partie de E’* disquée contenant g(K), elle est aussi son 
enveloppe dans E’*, donc l'intégrale est dans E, c.q.f.d. 


CoRoLLaIRE 1. — Une fonction Î définie sur R" à valeurs 
dans E, scalairement continue, définit une distribution à valeurs 
dans E. A 

En effet, en faisant g=f , h=1, on voit que g(K) est 
faiblement compact dans E puisque f est faiblement continue, 
alors son enveloppe dans E est faiblement compacte puisque E 
est quasi-complet (’). 

CoroLLAIRE 2. — Si E est semi-réflexif, si g est une fonction 
définie presque partout sur R" à valeurs dans E, scalairement 
mesurable et localement bornée, et si h est une fonction numé- 
rique définie presque partout sur R" et localement sommable, 
f= gh définit une distribution à valeurs dans E. 

En effet munissons E de sa topologie affaiblie o(E, E’). 
Comme toute partie bornée de E est relativement compacte 
pour o(E, E’) du fait que E est semi-réflexif (*), la proposition 21 
donne la conclusion. 


Dérivation des distributions. 


La dérivée D?T d’une distribution T à valeurs dans E (non 
nécessairement quasi-complet) est définie par: 


(I, 3; 2) (D’T) (¢) = (—4)"'T (Dre), 
pour toute + e Ÿ; ou 
(I, 3; 3) (DT, e) = DAT, à), 


pour toute ee LE’. 

Autrement dit la dérivation n’est autre que l’opération 
D’@I de D'eE dans D'eE, associée, en vertu de la propo- 
sition 1 du § 1, à D’, opération linéaire continue de 9’ dans 9’, 
et [, opération linéaire continue identique de E dans E. Les for- 
mules précédentes sont celles de la remarque 10 page 35 du § 1, 


À ; . > > 
appliquées à X = Te (9; E). 
(') L’enveloppe d’une partie faiblement compacte est faiblement compacte, dans 


un espace quasi-complet. Voir GROTHENDIECK [6], remarque page 185. 
(?) Théorème de Mackey, Boursaxt [2], théorème 1, page 88. 
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DP est une opération linéaire continue de D'(E) dans lui- 
a : pe, os otre 
même. C’ est la seule opération linéaire continue qui vérifie 


(I, 3; 4) D'(S @e)= D'S ee, 


pour toute Se D’ et tout ee E, puisque 9’ @ E est dense dans 
@ > à, 210% A: | dune 
D'(E) (D ayant la propriété d’approximation, voir préliminaires 
corollaire de la proposition 3, et § 1 proposition 11). 


Multiplication. 

Soient # et { des espaces de distributions (non nécessaire- 
ment quasi-complets) sur R", # normal. On dit que Se 9 
est un multiplicateur de # dans {, s’il existe une opération 
linéaire continue [S] de # dans 4, qui, sur Dc H, coïncide 
avec la multiplication par S. On notera encore T — ST l’opé- 
ration [S]. « 

Alors on peut aussi définir ST e {(E) pour it e d6(E) (E non 
nécessairement quasi-complet) par 


(I, 3;5) <ST,e)=S(T,e), pour tout é «E’. 
On aura aussi, si £ est normal, donc aussi # : 
(I, 3; 6) (ST)(¢) = T(S¢) pour toute ged’, 


S étant défini par transposition comme un multiplicateur de 4 
dans 46.. 

L'opération linéaire continue TENTE JG(E) = d6eE dans 
{(E) = &E n’est autre que [S] @ I, associée à [S]e {(96; 4) 
et Ie{{E; E) d’après la proposition 1 du § 1, et les formules 
ci-dessus sont celles de la remarque 1° page 35 du § 1. Si & 
vérifie la propriété d’approximation, c'est la seule opération 
linéaire continue qui vérifie 


(1, 3; 7) S(Tee) — ST@e, pour toute T e # et tout eck. 


Soient %, et %, deux espaces de distributions normaux, S un 
multiplicateur de 4, dans 9’ et de #, dans 9’, tel que les 
multiplications par S coincident sur HR, n H,; ceci se produira 
sûrement si D est dense dans 46, n 4, muni de la borne supérieure 
des topologies induites par d6, et 4,, puisque ces multiplications 
coincident sur (cette propriété de densité sera sûrement 
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elle-même vérifiée si 46, et 4, ont tous les deux la propriété 
d’approximation par troncature et par régularisation). Alors 
S est un multiplicateur de 4, (E) dans 9’(E) et de 4, (E) dans 
D'(E), et sur 4, (E) n d, (E) les deux multiplications par 5 
coincident en vertu de (1, 3; 5). 

Soient maintenant 96, J, £, trois espaces de distributions 
(non nécessairement quasi-complets) sur R", 46 et A normaux. 
On appelle multiplication de #X% dans £ une application 
bilinéaire séparément continue, dont la restriction à D X soit 
la multiplication usuelle. Si une telle multiplication existe, 
elle est unique. 


Proposition 21 bis. — Soient 4, À, £ des espaces de dis- 
tribution sur R", # et À normaux, E un espace localement 
convexe; ces espaces ne sont pas nécessairement quasi-complets. 
S’il existe une multiplication de 936 X K dans &, alors elle permet 
de définir une application bilinéaire de #(E)xXK dans £(E), 
vérifiant (I. 3; 5) pour Sek, Te (EE), e eE/; cette applica- 
tion nest pas nécessairement séparément continue. Si la multi- 
plication de XK dans £ est hypocontinue par rapport aux 
parties compactes (resp. bornées) de d6 et à un ensemble © de 
parties bornées de K, V application bilinéaire de #(E)xK dans 
4(E) est hypocontinue par rapport aux parties compactes (resp. 
bornées de 4(E)) et à l’ensemble © de parties de À. 

On remarque en effet que S e K est un multiplicateur de # 
dans 4, au sens défini plus haut; il peut donc définir une multipli- 
cation continue de 46(E) dans £(E), vérifiant (I,3;5); on a donc 
bien défini une application bilinéaire de 4(E) X # dans {(E). 

De plus si la multiplication de 36 X K dans £ est hypocontinue 
par rapport à un ensemble © de parties de kK, alors, pour 
À e @, les Se À forment un ensemble équicontinu de multi- 


plicateur de 46 dans £, donc de #(E) dans {(E), d’après la 


proposition 1 du chapitre 1; ce qui prouve que, si T converge 
vers 0 dans 46(E), et que S parcourt une partie de À apparte- 


nant à ©, ST tend vers 0 dans 4(E). Mais cela n’entraine pas 
que l’application bilinéaire ainsi définie de #(E) X À dans £(E) 
soit séparément continue: si T est fixé dans d6(E), et que S 


L . a 
converge vers )) dans À, il n’est pas certain que ST converge 
vers 0. | 


| 4 
i 
É 
> 
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Mais supposons la multiplication de 46 x K dans £ hypo- 
continue par rapport aux parties compactes de 46. Alors, si i 
parcourt une partie compacte de 46(E), et e’ une partie équiconti- 
nue de EF’, CE e) parcourt une partie relativement compacte 
de # (proposition 18 et remarque qui la suit); si alors S converge 
vers 0 dans R, SCT, e’) converge uniformément vers 0 dans 4, 
done ST converge uniformément vers 0 dans {(E). La conti- 
nuité séparée de l’application bilinéaire de 46(E) X À dans {(E) 
permettra alors de l'appeler, elle aussi, une multiplication. 
Supposons enfin la multiplication de 46 x Ki dans 4 hypocontinue 
par rapport aux parties bornées de 36. Si alors si parcourt une 
partie bornée de #6(E) ~4.(E.; 46), et e’ une partie équiconti- 
nue de E, (T, é') parcourra une partie bornée de 4; si 5 
converge vers 0 dans 4, S(T, é) convergera uniformément 


vers 0 dans £, donc ST dans 4(E), c.q.f.d. 


Notation fonctionnelle des distributions. 

Il est commode d’avoir le plus souvent possible pour les 
distributions une écriture analogue à celle des fonctions. Nous 
adopterons les conventions suivantes : 

40 Une distribution T sur l’espace R" de la variable x pourra 
s’écrire T(à) (comme une fonction pouvait s’écrire f(&) (‘)) et 
non plus seulement T,. 

9° Dans une formule intégrale, ot la variable x est muette, 
la même distribution pourra s’écrire T(x), comme on écrit f(x) 
avec une variable muette x dans une intégrale. 

Ainsi l'intégrale de T, égale a T(1), s’écrira, si Te Dy: 


(I, 3; 8) T(1) = fe T(2) de. 


Ce que nous écrivions T(¢) ou T.? ou T,.c(x) pour ge® et 
T <9’, s’écrira alors 


(I, 3; 9) T(¢) = fae T(@) ¢(@) de; 


c’est en effet l'intégrale, au sens de (1, 3; 8), de la distri- 
bution-produit multiplicatif T(%)¢(2). Si HK’ est le dual d’un 


(1) Cette notation a déja été employée dans Scuwarvz [1], page 139. 
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espace de distributions normal &, il arrivera fréquemment 
que (1, 3; 9) soit encore exacte pour ge et Ted’ (nous 
verrons plus loin quelles conditions doivent être exigées pour 
cela; voir proposition 37). 

Les mêmes notations seront utilisées pour des distributions à 
valeurs vectorielles : T (2) et T(z). Nous définirons l’intégrale 
de T par (I, 3; 8), au moins lorsque Te &'(E), alors (1, 3; 9) 
est valable, au moins pour ¢ e ®D et Te DE). 

La seule chose qui distinguera la distribution d’une fonction 
partout définie est la possibilité pour cette derniére d’écrire 
f (a), pour a donné dans R”. 


Convolution. — Soient 46 et { des espaces de distributions 
sur R", 4 normal. On dit que S est un opérateur de convolution 
de % dans {, s’il existe une opération linéaire continue {S}, 
notée T—S«T, de # dans {, qui, pour T=¢ge9Q, donne 
SxT = Sxo, produit de convolution. Alors on peut aussi 


définir S + T e 4(E), pour Te d6(E), par 

(I; 3; 10) (ST, e') = SAT, ë) pour tout el eE'. 
On a aussi, si £ donc {! est normal: 

(I, 3; 11) (S «T) (¢) = T(S«s), pour toute ged’, 


S étant par transposition un opérateur de convolution de 
& dans 3. L'opérateur T—>S+*T de %(E) = #:E dans 
4(E) = %E n’est autre que {S{@I, associé en vertu de la 
proposition 1 du § 1 à {S} e4(#; {) et le {(E; E). 

La convolution avec à est l’opérateur identique; la dériva- 
tion D? est une convolution avec D?’é. La convolution avec 
ae donne une régularisation d’une distribution à valeurs 
vectorielles par une fonction numérique indéfiniment diffé- 
rentiable. On voit immédiatement que, si «,e® converge 


vers à dans 6,9, alors les régularisées «,*T convergent vers Er 
dans 9’(E); toute distribution est limite de ses régularisées. 


Ajoutons enfin que la régularisée T wade Te D'(E) parae®D se 
calcule ponctuellement par 


(I, 3; 12) (T+x)() = Ti(o(r—t))= fu au(x —E)T(E) dE. 
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(Cette formule s’obtient en faisant le produit scalaire avec 
e’ E RB’). 
On peut naturellement faire des remarques analogues à 


celles que nous avons faites à propos de la multiplication, et 
donner une proposition analogue à 21 bis. 


REMARQUE. — Si 4 possède la propriété d’ approximation par 
troncature et régularisation, alors #6(E) la possède aussi. Soit en 
effet (a,) une suite de fonctions de 9, convergeant vers À dans & 
pour y— oo, en restant bornée dans &. Alors les opérateurs [ay] : 
Y—a,), convergent vers I dans (36; 36), donc les opérateurs 
[a,]®1: $ —a,$ convergent vers 1@ I1— I dans £,(4(E); 56(E)) 
(corollaire 3 de la proposition 2 du chapitre 1). On raisonne de 
même pour les régularisations {9,}: 59—+x0, Dans ce cas, 
#(E) n D(E) sera strictement dense dans 46(E); si on sait que # 
est normal, on saura aussi que 9(E) est sous-espace strictement 
dense de #(E), avec une topologie plus fine que la topologie 
induite. 


Transformation de Fourier. 


L'image de Fourier ST d’une distribution Te §’(E) (E non 
nécessairement quasi-complet) se définit par: 


(I, 3; 13) (#T)(¢)=T(5¢), pour toute 9e; 


ou 


<= 


(I, 3; 14) GT, &)=KT, &) pourtout deE!. 


L’opération linéaire continue DPI UE PE} = J'eE dans 
J'(E) = J'eE, quoique notée J, est en réalité l'opération 4 @ I, 
associée en vertu de la proposition 1 du $ 1 à Ffe4(4', 9’) 
et Ie{(E; E). # applique continuement Ou(E) sur Oc(E) et 
inversement. On a la formule de réciprocité de Fourier: 
GFT = FFT pour toute TeS'(E). Enfin la multiplication, 
opération bilinéaire de Oy(E) x Ÿ (resp. Om X S'(E)) dans 
S'(E), hypocontinue par rapport aux parties bornées, est 
transformée par % en la convolution, opération bilinéaire de 
« OU(E) x ¥ (resp. Oc X J'(E)) dans #'(E), hypocontinue par 
| rapport aux parties bornées. 
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Transformation de Laplace (’). 

Soit [' un ensemble convexe du dual &" de R’, et soit T 
une distribution de (/’([))(E). Pour tout fel fixé, on 
peut calculer l’image de Fourier, par rapport à x, de 


exp (— 84) T(@) e,(E) : 


(I, 3; 15) F(E, 4) = (% [exp (—E4) T(4)}) (4) : 
= {exp (— (E + if)x) T(a) de 


élément de ‘,(E). Nous écrivons la dernière intégrale bien 
qu’elle n’ait, actuellement, pas de sens; une justification sera 
donnée page 133 au §5. Nous omettons le facteur 2x comme il 
est habituel dans la transformation de Laplace. F(é, 7) est une 
distribution tempérée en 7, à valeurs dans E, dépendait de 
tel”. On sait que, lorsque £ décrit l'enveloppe convexe d’un 
nombre fini de points de I’, la fonction £ — exp (—£.2) (T(2), e) 
à valeurs dans #! est indéfiniment dérivable, et sa dérivée 
D? est la fonction £ > (— x) exp (— 62) (T(), e'); cela prouve 
que, si l’on identifie J,(E) à {(E.; 4) et qu'on le munit de la 
topologie de la convergence simple sur E’, § — exp (—£%) T(z) 
est une fonction indéfiniment dérivable de £ à valeurs dans 
SE), de dérivée D? égale à £—(—%} exp (— 2) T(x). 

Mais alors, d’après un lemme général sur la dérivation (’), elle 
sera aussi indéfiniment dérivable pour la topologie ordinaire 
de ¥,(E) (qui est celle de la convergence uniforme sur les parties 
équicontinues de E’), si chaque dérivée > (—Z)? exp (—24)T (2) 
est continue en £ pour la topologie ordinaire de #4(E) (tou- 
jours lorsque £ parcourt l’enveloppe convexe d’un nombre fini 
de points de [’). Nous avons à montrer pour cela que, si EE, 


le produit ((exp (— Et) — exp (—£,2)) (a TE 2), e) converge 
vers 0 dans %,, uniformément lorsque e! parcourt une partie 
équicontinue de E’; or il converge vers 0 dans 9, (parce que 
((—4)T (à) ,€) reste borné dans ® et que 

(exp (— @) — exp (—£,2)) 
converge vers 0 dans &,) et reste borné dans #, (parce que 


(*) Pour toutes les notations et propriétés relatives à la transformation de Laplace, 
voir SCHWARTZ [3]. 


(*) Scuwartz [1], lemme 1, page 145. 
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ss 

(T, e’) reste borné dans %’([')); mais, sur toute partie bornée 
(donc relativement compacte) de ‘J’, la topologie 4° est iden- 
tique à la topologie induite par 9’, donc il converge vers 0 


> 


dans $/. Ainsi nous avons bien montré que § > exp (— £2) T(z) 
est une fonction indéfiniment dérivable de Ë à valeurs dans 
J(E), tant que £ parcourt l’enveloppe convexe d’un nombre fini 
de points de [’. 

; Il en résulte que £ — F(£, à) est une application indéfiniment 
différentiable à valeurs dans #,(E), lorsque — parcourt l’enve- 
loppe convexe d’un nombre fini de points de [’. 

Nous supposerons désormais L' ouvert. On sait qu’alors, pour 
tout &, et tout e eH’, (F(E, à), e) est dans (Own done FE, ñ) 
est scalairement dans (Ox),, et comme Oy a la propriété € (propo- 
sition 16 du § 2), F(E, 4) est dans (Om),(E) pour tout Fe 
Posons p—£—+in, pour Eel’ et n quelconque, on peut 
écrire F(E, n) = F(p). On a, pour tout p tel que Fe [ et tout 
eek’: | 


(I, 3; 16) (F(p), &)= [exp (—pe)T(a), #)de. 


Comme, pour p fixé, exp (—pÂà)T(&) est scalairement dans (0¢)., 
donc dans (0¢),(E) puisque 0g a la propriété e (proposition 16), 
nous verrons plus tard (proposition 36 page 129 du $ 5) qu'on 
peut écrire aussi vectoriellement : 


(I, 3:17) Flp)= [exp (pr) Ta) de. 


La fonction F: p—F(p) est scalairement holomorphe; 
comme E est quasi-complet, cela suffit à prouver qu'elle est 
holomorphe (’). = 

Cette fonction holomorphe F n’est pas quelconque: pour 


tout e’ e E’, la fonction (F(p), e ) est majorée par un polynome 


<= 


en |p| (dont le degré peut dépendre de é) lorsque & parcourt 
un compact de [' et que 7 varie dans =". On peut donc dire 

1) Car, étant scalairement holomorphe, elle est scalairement indéfiniment déri- 
vable par rapport aux variables complexes Py; Pas ++ Pm donc elle est indéfiniment 
dérivable par rapport à ces variables (Scawanrz [1], lemme 2, page 146) donc holo- 
morphe. 
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Fc ase . ‘ . 
que F est scalairement à croissance lente en |p| lorsque & 
> 


parcourt un compact de [’. Réciproquement, soit F une fonction 
holomorphe de pel’ + 15", scalairement à croissance lente 
en |p| lorsque £ parcourt un compact de [’. Pour toute’ « E’, 
(F(p), e) est image de Laplace d’une distribution ei e) de #'(T'). 
Cela définit T comme distribution sur R" à valeurs dans le dual 
algébrique E'* de E’, muni de la topologie s(E'*, E’) (page 51 
du $ 2). Montrons que Test une distribution à valeurs dans E 
lui-même, et appartient à (4'(T))(E). Choisissons § dans [’; 
on sait que (exp (—E&)T(&), e’) est l’image réciproque de 
Fourier de (F(E + 1%), e). Mais F(£+ if) est une fonction 
continuedeya valeurs dans E, doncune distribution en nà valeurs 
dans E; elle est scalairement dans ¥f;, d’aprés les hypothèses ; donc 
elle est dans ¥',(E) puisque #’ a la propriété (e) (proposition 16 
du § 2); alors exp(—£&%)T(%) est une distribution appartenant 


a¥(E); cela prouve (voir page 58 du $ 2) que T est bien dans 
($’([))(E). Enfin F, e) est l’image de Laplace de dr e'), 


donc F est l’image de Laplace de T. Ainsi nous avons démontré : 


Proposition 22. — Toute distribution T e (S'(P))(E) admet 
une transformée de Laplace, qui, lorsque Test ouvert, est une 


A 


fonction holomorphe F(p) de pe l'+ ik” à valeurs dans E, scalat- 
rement à croissance lente en |p| lorsque — décrit un compact de [’; 
réciproquement, toute fonction holomorphe ayant cette propriété 
est transformée de Laplace dune distribution et une seule 
de (J’([))(E). 

Dans le cas d’une variable (n = 1, espace R de la variable 
réelle ¢) et de distributions scalairement a support limité a 
gauche, comme c’est le cas le plus fréquent dans les applica- 
tions, nous aurons besoin d’une transformée de Laplace en 
un sens un peu plus général. 

Nous appellerons &4 l’espace des fonctions & qui sont « dans 
& à gauche et dans ¥ a droite », c’est-à-dire telles que, pour 
toute fonction « indéfiniment dérivable, à support limité à 
gauche, et appartenant à %, a> soit dans #. Nous le munirons 
de la topologie la moins fine pour laquelle toutes les appli- 
cations ¢ > ag (a du type précédent) soient continues de 6% 
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dans ¥. Nous appellerons maintenant £(— a), a réel, l’espace 
des fonctions + telles que exp (at)¢ soit dans 84, muni de la 
topologie pour laquelle & — exp (at)o est un isomorphisme 
de £(— a) sur 6&9. Pour a < a’, £(— a’) est un sous-espace de 
£(— a), avec une topologie plus fine que la topologie induite. 
On appelle £ l’espace des fonctions indéfiniment dérivables, 
qui tendent vers 0 plus vite que exp (— at) lorsque t+ 0, 
ainsi que chacune de leurs dérivées, pour tout a réel; € est 
l'intersection de tous les ®(— a); nous le munirons de la 
topologie borne supérieure des topologies induites par les 
#(— a). £ et les £(— a) sont des espaces de Fréchet-Montel, 
strictement normaux, vérifiant la propriété d’approximation 
par troncature et par régularisation, et la propriété d’approxi- 
mation stricte. 6% n’est autre que £(0). Le dual (89) de 64 
est l’espace des distributions à support limité à gauche, qui 
sont tempérées à droite. Appelons £ le dual fort de £(4’ = #;). 
C'est la réunion des (a), -où (a) est le dual de #(— a). 
En effet soit T e 2’; il existe un voisinage de 0 de & sur lequel 
T est bornée, donc T est continue sur £ muni de la topologie 
induite par un £(—a) convenable, donc Te {'(a). £'(a) est 
l’espace des distributions à support limité à gauche dont 
le produit par exp (— at) est tempéré [soit en effet Te # (a); 
si ç e D converge vers 0 dans 69, exp (= at)o converge vers 0 
dans £(— a), done (exp (—at) T). (y) = T(exp (—at) g) converge 
vers 0, donc exp (— at)T est à support limité à gauche et 
tempérée; réciproquement si cette condition est vérifiée, et 
si Led converge vers 0 dans £(—a), exp (at) converge 
vers 0 dans 8%, alors T() = (exp (—at)T). (exp (a) )) converge 
vers 0, et T est dans #'(a)]. . 
L’expression de toute Te£ comme exp (at)S, Ses”, 
montre que @’ est le domaine naturel de la transformation de 


Laplace. L’image de Laplace 4T de Te’ est définie par 
(1, 3; 18) | 
€T (p) = Ti(exp (— pt)) = faexp (— PT () dt,  p=itin. 


= re? ; pu Os 39 
Les deuxième et troisième membres n'ont pas immédiate 


ment un sens; en effet, si grand que soit § = Ap, exp (— pt) 
_n’appartient jamais à 4. Mais toute Te£ appartient a un 
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@' (a); elle est alors une forme linéaire continue sur l’espace 
#(— a); or exp(— pt) appartient à £(— a) pour § > a. 

De plus p — exp (— pt) est une fonction holomorphe de p 
à valeurs dans £(— a) lorsque £ > a. On en déduit que {T est 
une fonction holomorphe de p pour £ >a. On peut encore 
définir {T dès que le 3° membre de (I, 3; 18) a un sens; or 
l'expression de T e £’(a) comme produit de exp (at) par une 
distribution tempérée à support limité à gauche montre pré- 
cisément que exp(— pt) T(£)estsommable en t pour £ > a; cela 
définit {T(p) pour >a, et comme de plus p—exp(—pt)T(t) 
est une fonction holomorphe de p à valeurs dans 9%, pour £ >a, 
¥T est aussi une fonction holomorphe de p. Naturellement 
nous rejoignons ici la théorie générale de la transformation de 
Laplace. Si I’, est le convexe £ >a de la droite réelle duale 
de R, £'(a) est le sous-espace de J’ ([°,) formé des distributions à 
support limité a gauche. 


Soit maintenant T e 9’(E) une distribution sur R à valeurs 
dans E. Comme & est métrisable et normal, £’ a la propriété (e) — 


et T'(E) est L(£; E); ceci vaut aussi pour £'(a). Si donc T est 
scalairement dans #’, elle est dans #’(E); mais on ne peut 


pas pour cela définir son image de Laplace. Car si de E’, le. 
domaine de définition de a (CT, ey) est un demi-plan 
LE ae), où a(e’) peut dépendre de é’, de sorte que {T peut | 
n'être défini pour aucune valeur de p. Nous dirons que T e £'(E) | 
a une image de Laplace, si elle appartient à un (£'(a))(E) — 
convenable (nous appellerons alors a° la borne inférieure des 
a tels que Te (£'(a))(E); a° est éventuellement égal à — ©), 


auquel cas son image de Laplace 4T est une fonction holo- 
morphe de p à valeurs dans E pour £ >a. Une telle circons- 
tance aura sûrement lieu s’il existe un voisinage de 0 dans @ 
dont l’image par T soit bornée dans E; car alors T est continue 
sur £ muni de la topologie induite par un £(—a) convenable, 
et comme 4(—a) est strictement dense dans £ et E quasi- 


complet, T se prolonge en une application linéaire continue 
de £(—a) dans E, et T <(#’(a))(E). Comme £ est un espace 
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de Fréchet, cette circonstance se produira toujours si E est du 


type (DF) (). 


> 


Si T a une image de Laplace F, F() est une fonction holo- 
morphe de p à valeurs dans E pour § > a®. 


Le fait que, pour tout e’ <«E’, ae e’) ait son support limité 
a gauche, entraine alors que (F (p), e) soit majoré, pour 
E > a >a’, par le produit d’une exponentielle exp (b=) par 
un polynome en |p|(*); b et le degré du polynome peuvent 
dépendre (pour a’ fixé) de e’eE'; on pourra dire que, pour 
E > a! > a, F(p) est scalairement majorée par le produit 
d’une exponentielle en £ par un polynome en |p|. Récipro- 


quement si F(p) est une fonction holomorphe pour £ >a, a 
valeurs dans E, ayant la propriété précédente, elle est, d’aprés 
la proposition 22, transformée de Laplace d’une distribution 
Te(s(É))E), où |’, est le convexe § > a; mais pour tout 
eck, CT, e) a son support limité à gauche, donc at ë) e £'(a), 
et par suite T<(#(a))(E) et a fortiori T(E). 

Mais si nous avons introduit ®, c’est pour pouvoir étudier 
certains cas où E n’est pas du type (DF), et où par suite £'(E) 
n’est pas la réunion des (4'(a))(E). 

Nous supposerons que E est la limite projective filtrante 
stricte d’une famille d’applications linéaires (r;);er dans des 
espaces E, (E et tous les E, quasi-complets). Pour 7 > 1, il 
existe une application linéaire continue 7, de E, dans E,, 
telle que tr; = tic; 


ij 
> 


En outre, si (e,)ier est une famille d’éléments e;e E, telle 


que, pour j >1, on ait e = Ty (e.), il existe un e (et un seul) de E 
tel que, pour tout 1, on ait e, — re). Enfin E a la topologie la 
moins fine pour laquelle toutes les applications 1, (E — E,) 


soient continues. Soit alors T une distribution à valeurs dans E; 
elle est dans ®'(E) si et seulement si, pour tout 1, son image 


x(T) est dans ®'(E)) [si Te£'(E), r(T) = (1® r)(T) est dans 
@'(E,) d’après la proposition Ad à Le 9193 réciproquement 
r(T) est dans #(E,) pour tout z, comme tout élément e’ de E’ est 


(!) Voir note (2), page 62. 
_ (?) Scuwarrz [3], page 206. 
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< ; > AN > =< 
de la forme m(e) pour un: convenable(’), ona (ler ((T), e!), 
donc T est scalairement dans @’, et par suite dans #’(E). Cette 
propriété est donc valable non seulement pour 46 = 4’, mais 
pour tout espace # ayant la propriété (e)]. Par ailleurs le 
système des T, — r(T) vérifie, pour ] >1: = r (Ti). Réci- 


— 


proquement si OT Nick est une famille de distributions, T; a 
valeurs dans E,, telle que, pour j >1, on ait T, = 7,(T,), il 
existe une distribution et une seule T à valeurs dans E 
telle que ay = nT) pour tout v. En effet, pour toute + e D, nous 
appellerons T(¢) Punique élément e de E tel que pour tout z 
on ait ne) == T{(c); l'application linéaire o> T(9) est conti- 
nue puisque chaque application z,oT : ¢+T(¢) est continue, 
et que la topologie de E est limite projective de celles des E;. 
Finalement la donnée d’une distribution Te #’(E) est équi- 
valente à celle d’une famille de distributions Te £'(E,), telle 
que, pour j >1, on ait T,= x,(T,). Alors, d’aprés ce que nous 
avons vu plus haut, T, a une transformée de Laplace si nous 
supposons que chaque E; est du type (DF): cette transformée 


est une fonction F{() holomorphe pour §> a, à valeurs 
dans E;, scalairement majorée par le produit d’une expo- 
nentielle en § par un polynome en |p| pour § >a’ > a; cette 
famille de fonctions holomorphes est cohérente, en ce sens que, 
pourj>t,onaa;>a;, et F{p) = r(F{(p)) pour > a;, car 


> 


F((p) = T,(exp (—pt)) = (re T,) (exp (— pt)) 


— 
ist Tyl 


T, (exp (— pt))) = (Ep), 
mais elle ne définit pas forcément une fonction holomorphe a 
valeurs dans E, car sup (a) est peut-être + oo. 
Réciproquement, si F, est un système de fonctions holo- 
morphes, F() holomorphe pour £ > a; à valeurs dans E,, si 
toute fonction F, est scalairement majorée pour >a’ > @ 
par le produit d’une exponentielle en £ par un polynome en |p}, 
etsicesystème est cohérent (a! >a} pour] >1, et FY P) =r,(F,(p)) 


; 4 Bovursaxi [2], corollaire de la proposition 10, page 76. La somme finie peut 
ici être remplacée par un seul terme, parce que l’ensemble d'indices est filtrant. 
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pour — > af), il existe un système de distributions Te &'(E;), 
tel que F, soit l’image de Laplace de T,, et comme ce système 
est cohérent, il existe une distribution T et une seule, apparte- 
nant à ©’ (E), telle que F, soit l'image de Laplace de r(T). 
C’est le système cohérent des F, qui peut être appelé la trans- 


formée de Laplace de Te '(E). 
Naturellement il n’était pas indispensable de supposer les E, 
du type (DF); il suffit de supposer que, pour une raison quel- 


conque, T, = r(T) appartienne à un (£'(a;))(E;), a; fim. 

Dans les applications pratiques, E est lui-même un espace 
de distributions, et c’est alors fréquemment une limite pro- 
jective d’espaces de Banach. Dans la transformation de 
Laplace partielle par rapport au temps, nous utiliserons 
comme espace E l’espace des distributions 9, sur Y”. Il est 
la limite projective des Ex = (2x), K compact de Y”, l'appli- 
cation x, de 9’ dans (9x)' étant la transposée de l'injection de Dx 
dans 9. Comme 2x est un espace de Fréchet, (9%) est du type 
(DF). En fait il est plus pratique d’utiliser les Eg = Da, espaces 
de distributions sur les ouverts bornés ( de Y”. 9’ est aussi la 
limite projective des applications tq de ® dans 9, trans- 
posées des injections de Do dans ©. Tout élément de E est 
alors une distribution S définie par le système cohérent des 
distributions locales So, So étant la distribution induite par 
S sur ouvert 2 de Y”. 

Comme Do n’est pas un espace de Fréchet, Do n’est pas du 
type (DF), mais nous verrons plus loin que c’est sans impor- 
tance. Soit T une distribution sur R X Y”, R étant la droite 
réelle de la variable t. Nous l’écrirons T(t), distribution en t à 
valeurs dans 9, ce qui est possible en vertu de la partie tri- 
viale du théorème des noyaux (’). 

Nous dirons alors qu’elle admet une transformée de Laplace 
partielle par rapport à £, si T(t) appartient à &(9;). Si Q est un 
ouvert borné de Y”, et si K est un compact de a conte- 
nant Q, on peut écrire To = ra(T) = ro, x (rx(T)), TO, x 
étant l'application (Dx)’ —Do; transposée de l'injection Dax. 
Comme alors Tx = rx(T) appartient à un (# (ax))(Ex) conve- 


(:) Scuwarrz [1], page 138. 
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nable, on peut être sûr, bien que DQ ne soit pas un espace du 
type (DF), que To appartient à (£'(ax))(Eg). 

Nous considérerons done comme transformée de Laplace 
de T le système cohérent des Fo(p de Fo(p ) est une fonction 
holomorphe de P à valeurs dans (®),, pour — > a; elle est 
scalairement majorée par le produit d’une RAS HAUT en Ë 
par un polynome en |p| pour >a’ > a; le système est 
cohérent en ce sens que, si w et () sont deux ouverts bornés 
de Ÿ” et si wc), on a ag> Ass § et, pour § > ao; F.,(p) est la 
distribution (en y) induite par Fo(p ) dans l’ouvert w de Y”. 
Réciproquement, si les Fo forment un système cohérent de 
fonctions holomorphes pour les divers {2 bornés de Y”, ayant 
scalairement la propriété de majoration précédente, elles 
mend 278 la transformée de Laplace d’une distribution 


T(?) e #(9,). Naturellement T est donnée comme distribution 
enta ee dans 9, et on ne peut lui associer cette fois une 


distribution T(é, ÿ)e D, qu’en utilisant la partie non triviale 
du théorème des noyaux ('). 

Il n’est pas inutile dans ce cas particulier de préciser à 
nouveau concrètement la marche des opérations. On reconnai- — 


tra que la distribution T (i) = T(t, ÿ) appartient à 2/(9;), si 
elle appartient scalairement à %, c’est-à-dire si, pour toute 
oe,, la distribution T-9 = d: n T(£, y)o(y) dy (notations de 
la théorie des noyaux, formule (I, 4; 4) du § 4) appartient 
à £, c’est-à-dire si la forme linéaire 


VC) — ff T(t, y) ¥(t)¢(y) di dy 


est continue sur 9, muni de la + es induite par &,. Soit Q 
un ouvert borné de tHe La transformée de Laplace associée 


a Q est une fonction Fo(p ), holomorphe en p pour E >a 
het, à valeurs dans (DQ),. Elle est définie par l’intégrale 


(1 35 19) -F(p, 9) = JA T( ÿ)exp(— pdt, E> db, 
qui a au moins un sens scalairement : pour toute 9 e (‘Do),, on a 


(I, 3; 20). 


fn EP; y)ely) dy = fi exp (—pt) dt [,.. T(t, y)¢(y) dy, 
(') Scuwarrz [1], page 143. 
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pour > ay. La deuxième intégrale du 22 membre donne 
une distribution de £;, qui appartient à £;(a{,), donc son pro- 
duit par exp (— pt) est dans (9j,), pour § > ab. 

Tout ce que nous venons de voir trouverait en réalité sa 
place normale au § 4, mais nous n’avons pas voulu partager en 
plusieurs morceaux la transformation de Laplace, dont le 
mécanisme est déjà lourd ('). 


Distributions d'ordre fini et dérivées de fonctions. 


Une distribution Te ®(E) (E non nécessairement quasi- 
complet) est d’ordre fini si elle appartient à un ®9"(E), 
m fini convenable. Si E est quasi-complet, il suffit pour cela 


que T soit continue sur 9 muni de la topologie induite par 9”, 
puisque 9” est strictement dense dans 9; il suffit également 
qu’elle soit scalairement d’ordre m, puisque 9” a la propriété (e). 

Une distribution T e ®'(E) est localement d’ordre fini si, 
sur tout ouvert 2 borné de R’, elle est une distribution d’ordre 
fini. Lorsque E est le corps des scalaires, on sait que toute distri- 
bution est localement d'ordre fini; pour E quelconque, il n’en est 
rien. Ainsi l’application identique de ® dans ® est une distri- 
bution à valeurs dans E = 9; elle n’est évidemment pas loca- 
lement d’ordre fini, car, quels que soient l’ouvert borné Q de R" 
et l’entier m, elle n’est pas continue de D, muni de la topologie 
induite par 9%, dans ® muni de sa topologie usuelle. 

Une application linéaire u d’un espace vectoriel localement 
convexe L dans un espace vectoriel localement convexe M est 
dite bornée s’il existe un voisinage de O dans L dont l’image paru 
soit une partie bornée de M. Une application bornée est conti- 
nue; si L ou Mest normé, une application continue de Ldans M 
est bornée. Un ensemble H de {(L; M) est dit équiborné s’il 
existe un voisinage À de 0 dans L tel que U u(U) soit une 

uEH 
partie bornée de M. Un ensemble équiborné est équicontinu; 
si L est normé, un ensemble borné de 4,(L; M) est équiborné (°). 

(! ) Cette transformation de Laplace partielle a été introduite par Garnir, dans [1]. 


(2) Il importe de ne pas confondre les parties bornées de € (L;M) pour une topo- 
logie quelconque de cet espace, et les parties équibornées, qui ne dépendent pas d’une 


4 topologie sur £ (L; M). Dans le cas d’une seule application u de L dans M, il n'ya 
a pas d’ambiguité a dire qu’elle est une application bornée, car un élément unique de 


€ (L; M) est toujours une partie bornée et il serait sans intérét de le constater ou 
d’en parler. 
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Plus généralement, soit G un ensemble de parties bornées 
de M. Une application linéaire u de L dans M est dite G-bornée, 
s’il existe un voisinage de O de L dont l’image par u appar- 
tienne à &. Une application compacte de L dans M est 6-bornée, 
si G est l’ensemble des parties compactes de M. Un ensemble H 
de “(L; M) est dit G-équiborné, s’il existe un voisinage U de O 
dans L tel que U u (Al) e G. 

uEH 

On dira donc qu’une distribution Te D'(E) est bornée, ou 
G-bornée, si l’application qu’elle définit de ® dans E a cette 
propriété; elle sera dite localement bornée, ou localement 
G-bornée, si, pour tout ouvert © borné de R’, l’application 
qu’elle définit de Do dans E est bornée, ou 6-bornée. On parlera 
de même d’un ensemble équiborné, G-équiborné, localement 
équiborné, localement 6-équiborné, de D'(E). 


Proposition 23. — Soit E un espace localement convexe 
séparé (non nécessairement quasi-complet), © un ensemble saturé 
de parties bornées de E, et supposons E G-complétant (toute 
partie disquée de E appartenant à © est complétante). Pour 
qu'un ensemble H de 9'(E) soit localement 6-équiborné, il faut 
et ul suffit que, pour tout ouvert Q borné de R", il existe un entier m | 
fini tel que H soit un ensemble G-équiborné d'applications — 
linéaires de D, dans E. | 

Dans ce cas, sur H, les topologies induites par DQ(E) et (D")a(E) : 
coincident. 

La condition est trivialement suffisante, sans même supposer | 
que E soit 6-complétant. Montrons qu’elle est nécessaire. — 

Soit donc H un ensemble localement G-équiborné de 9’(E). | 
Soit ( un ouvert borné de R" et soit Q’ un autre ouvert borné 


contenant (). Il existe, par hypothèse, un voisinage UW’ de 0 dans 
Do: tel que U T(UW’) ait une enveloppe Bet. Alors Es est 


fen 
un espace de Banach. 


Mais il existe un entier m assez grand pour que Ul = YU’ n Do 
soit un voisinage de O dans 9, pour la topologie induite par 9%. 
Alors chaque Te H est continue de Do, muni de la topo- 
logie induite par 96, dans Es, et, comme 9, est strictement 


dense dans 94, T se prolonge en une application linéaire 
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continue, que nous appellerons encore i de 9% dans Ey. On a 
alors, si U est l’adhérence de Ul dans D : U T(al) c B, B étant 


fermée dans Ey. Comme \ est un “Athans a O dans 9% ('), 
on voit que H est bien un ensemble 6-équiborné d’applications 
linéaires de DZ dans E. 

Comme H est alors une partie équicontinue de £(9%; E), la 
topologie induite sur H par (D")Q(E) = £,(94; E) coïncide 
bien avec la topologie induite par DQ(E) = £,(9g; E), Po étant 
dense dans ® (*). 


CoroLLAIRE 1. — Si E est quasi-complet, pour que Te D'(E) 
soit localement d’ordre fini, il faut et il suffit qu’elle soit une distri- 
bution localement bornée. 

4° Soit en effet T localement d’ordre fini. Soit Q un ouvert 
borné de R", et soit {’ un autre ouvert borné contenant Q. 
Dans (), T est d’ordre fini < m; elle définit donc une applica- 
tion linéaire continue de 9%, à fortiori de DG, dans E. Mais 
DS est un espace normé; donc T est une application bornée 
de 9, et à fortiori de Dg, dans E: T est une distribution 
localement bornée. Pour ceci, il n’est pas nécessaire de sup- 
poser E quasi-complet. 

90 Soit maintenant T une distribution localement bornée. 
D’aprés la proposition, puisque E est quasi-complet, pour tout 
ouvert borné Q, il existe un entier m tel que T applique conti- 
nuement 9%, dans E, donc T est d’ordre < m dans (): T est 
localement d’ordre fini. 


Cororiarre 2. — Si E est du type (DF) et quasi-complet, 
toute distribution à valeurs dans E est localement d'ordre fini; 
si H est une partie bornée de D'(E), alors, pour tout ouvert Q 
borné de R®, il existe un entier m tel que H soit un ensemble 
équiborné d’applications de Di dans E; alors sur H les topo- 
logies induites par Do(E) et (D.")q(E) coincident. 

Soit en effet Te 9 (E). Soit Q un ouvert borné de R*. 
T est une application linéaire continue de D5 dans E; mais 95 


(‘) Boursaxr [5], proposition 2, page 26. 
(?} Boursaxt [2], proposition 5, page 23. 
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est un espace de Fréchet, alors, si E est du type (DF) (' My T est 


une application bornée de Do, donc de Do, dans E; T est donc 
une distribution localement bornée, et par suite localement 
d’ordre fini d’après le corollaire 1, piété E est quasi-complet. 

Si H est une partie bornée de 9’(E), elle est une partie 
bornée de {(95; E); comme D est un espace de Fréchet et E 
du type (DF) (‘), H est un ensemble équiborné d’applications 
de Da, donc de Do, dans E; H est done une partie localement 
équibornée de %'(E), et il suffit d’appliquer la proposition, 
valable puisque E est quasi-complet. 


Proposition 24. — Soit Q un ouvert de R". Toute distribu- 
tion Te(®")a(E) (E non nécessairement quasi-complet) est 
somme de dérivées d’ordre <m-+n-+1 de fonctions continues 
à valeurs dans E: 

(I, 3; 24) T= 2 Df,  freéo(E). 

[P| <m+n-+1 

Il existe des applications linéaires continues u, de (D")a 
dans 60, telles que la décomposition (I, 3; 21) soit possible avec 
f= (u, SD. ik 

Soit © un ensemble saturé de parties bornées de E. Si H est 
un ensemble de (D")Q(E) tel que, pour toute partie bornée B | 


de D, U T(B) appartienne à ©, alors on peut, pour toutes les | 


Ten 
Te H, choisir la décomposition œ 3; 21) de manière que, pour 


tout compact K de Q, UK) 


Ten 


DEMONSTRATION. — Nous démontrerons d’abord un lemme: 


Lemme. — Dans R’", à est somme de dérivées d'ordre Zm+n+1 
de fonctions m fois continuement différentiables à supports 
compacts. 

Soit en effet E une solution élémentaire de l’opérateur de 
Laplace itéré A*. Nous supposerons d’abord m + n + 1 pair, 
m+n + 1 

2 


et prendrons k = 


(‘) Voir note (2), page 62. 


THÉORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 87 


On sait que E peut être choisie proportionnelle à r°*~" ou 
r*—" log r selon que 2k —n = m + 1 est impair ou pair (‘); 
en tout cas elle est m fois continuement différentiable dans R”. 
Alors, si y e ® est égale à 1 au voisinage de l’origine, 5 = yE 
est une paramétrix (*) de A“: 


(I, 3; 22) Ata = 6— L, Le9, 
ce qui s'écrit précisément 

(I, 3; 23) a=Ao+L=" 5 "DL, L, e 9”. 

|p) <m+n+i 

Si maintenant m-+n-+1 est impair, nous prendrons 

ha +n+ 2 
2 

rentiable, et (I, 3; 22) s’écrit 

(I, 3; 24) 6=A*o+L= XX  D™,, M,e9"*', 


[P| <m+in+2 


. Alors E est m+ 1 fois continuement diffé- 


ce qui entraîne de nouveau (I, 3; 23), en prenant pour L, 
certaines dérivées d’ordre < 1 des M,. 

Démontrons maintenant la proposition 24. Soit d’abord 
Q = R". On a immédiatement : 


(1, 3;25)-T=&T= D D'L+T= 3 D(L,+T) 


IPI<m+n+i |pi<m+n+1 

La convolution avec L,e®" est une opération linéaire 
continue u, de D," dans 6’ (ona (T*L,)(z) ee PE (22e) dé ; 
lorsque x décrit un compact de R*, L,(x— £) décrit un compact 
de 47; si alors T(E) converge vers 0 dans (Dr, (T+L,)(x) 
converge vers 0 uniformément lorsque x décrit un compact de 
R", donc T+L, converge vers 0 dans &"), done (u,® I): 
os ins. est une opération linéaire continue de 9."(E) 
dans 6°(E), et (I, 3; 25) donne (I, 3; 21) avec f,= L,*T. 

Si Te 6i(E) (resp. 6'"(E)), les f, sont dans 9°(E) (resp. 
D(E)), et comme les supports de w donc des L, peuvent étre 
choisis dans un voisinage arbitraire de l’origine, les supports 
des i peuvent étre choisis dans le voisinage d’ordre <« du 


(!) Scuwarrz [4], formules (II, 3; 16 et 18). 
(2) Scuwarrz [5], formule (VI, 6; 22). 
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support de 1 e > 0 arbitraire. De plus, u,@I: T—L,*T, 
est continue de &/"(E) dans DE). 

Soit maintenant ( un ouvert quelconque de R’, et 
Te (D")a(E). Soit (Q,),-,,s,... un recouvrement localement fini 
de Q par des ouverts {), relativement compacts dans 0, et soit 
(Q{),=,2, . un recouvrement subordonné (Q,)¢ Q,). Soit 
(æ&y)y_1,2, .… une partition de l’unité relative au recouvrement 


(EE QT De SAT, a, T e &™(E). Il existe alors une 


— ceed _ 
décomposition aT = > Dfjvy où f,veD(E) a son 
[P| <m+n+1 


support dans (),. On a alors 


Lees" = ty, 4 0? Fy avec b= De 
[P| <m+n+t V=1, 2, v0 
série convergente parce que, sur tout ouvert relativement 
compact de Q, tous ses termes sont nuls sauf un nombre fini; 
ainsi la décomposition (I, 3; 21) subsiste lorsqu’on remplace 
R" par Q; et on forme facilement les opérateurs u,, mais 
ce ne sont évidemment plus des convolutions. 
eae 7 ë ee 
Si T parcourt une partie bornée H de (9,")o(E), chaque f, 
parcourt une partie bornée de 6)(E), puisque u,@I est continue 
de (2/")Q(E) dans &,(E); alors |) f,(K), pour tout compact K 
Ten 
de (, est une partie bornée de E. Plus généralement, soit & un 
ensemble saturé de parties bornées de E, et soit H un sous- 
ensemble de (9")Q(E) tel que, pour toute partie bornée B de 


DS, U T(B) e ©. Cela exprime simplement qu’il est un ensemble 
Tex 

localement 6-équiborné d’applications de 9% dans E. Alors, 

pour la décomposition (I, 3; 21) trouvée dans la démonstration, 


U 7,(K), pour tout compact K de Q, appartient à 6. Montrons- 
feu 

le pour Q= R°. On a f,(z) = (T+L,)(x) = [LT (@)L,(e—£) dE; 
pour ze K, L(x—t) parcourt une partie compacte donc 
bornée B de %%, d’où le résultat. Pour ( quelconque, on procè- 
dera encore par partition de l’unité, nous laissons au lecteur 


le soin de le faire; la proposition 24 est ainsi complètement 
démontrée. 
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Remarque. — On ne peut, ni dans le lemme ni dans la 
proposition, remplacer m+ n + 1 par m+ n—1. 

Si en effet on le pouvait, à serait somme de dérivées d’ordre 
<n—1 de fonctions continues (à cause du lemme, pour m = 0; 
ou à cause de la proposition pour E — corps des scalaires, 
T = Ô,m — 0); alors toute distribution S dont les dérivées 
d’ordre < n—1 sont des mesures, serait une fonction continue 
(car S=5.S— 3 DL,-S= 3 L,-DSes); or Sr 

[P| En [pi<n—s 
0<A< 1, n’est pas une fonction continue, et ses dérivées 
d’ordre < n—1Âsont des fonctions. 

Pour n = 1 (cas de la droite R), on ne peut même pas rem- 
placer m + n + 1 par m + n. Si en effet on le pouvait, toute 
distribution S dont les dérivées premières sont des mesures 
serait une fonction continue; or S = Y, fonction d’ Heaviside, 
de dérivée Y’ = à, donne un contre-exemple. 

Pour n > 2, nous ignorons si on peut, dans le lemme ou la 
proposition, remplacer m + n + 4 par m + n; nous ignorons 
si à est somme de dérivées d’ordre < n de fonctions continues; 
nous savons qu’une conséquence qu'on pourrait tirer d’une 
réponse positive à ces questions, à savoir que toute distribu- 
tion, dont les dérivées d’ordre < n sont des mesures, serait une 
fonction continue, est exacte pour n impair > 3; ce résultat 
est trivialement faux pour n = 1, nous ignorons ce qui en est 
pour n pair, et de toute façon cela ne semble pas donner de 
renseignements sur les questions précédentes. 


CorozLarre 1. — Si E est G-complétant, si Ted(E) est 


== L 
localement G-bornée, T s'exprime, sur tout ouvert borné Q de R’, 
comme somme finie de dérivées de fonctions continues a valeurs 


dans E: 
: Mes D? f 

(I, 3; 26) heen fp 
avec 7,(2) e G. Si en outre T parcourt un ensemble H localement 
G-équiborné de D'(E), l’entier N(Q) peut être pris le même 
pour toutes les T < H, et les f, peuvent être choisies de manière 
que U 7,(2) appartienne à ©, et que, sur H, les applications 

Ten : 

tes FA de DE) dans &°(E) sotent continues. 
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Il suffit d'appliquer les propositions 23 et 24 à un ouvert 
Q,2Q, avec N(Q) < m(Q,) + n+ 1. 


CorozLaiRE 2. — Si E est du type (DF) et quasi-complet, 
toute distribution à valeurs dans E est, dans tout ouvert 2) borné 


de R", somme finie de dérivées de fonctions continues à valeurs 
dans E. Si H est une partie bornée de D'(E), Q un ouvert borné 


de R", la décomposition (I, 3; 26) est valable pour toutes les Te FE 


avec le même N(Q), et des f, telles que GrA®) soit une partie 
Tex Len ae 
bornée de E, et que, sur H, les applications T — f, soient 
continues de DQ(E) dans 64(E). 
Il suffit d'appliquer le corollaire 2 de la proposition 23, et la 
proposition 24. 


$ 4. Produits tensoriels topologiques d’espaces de distributions. 


Noyaux. 

Ce paragraphe généralise le $ 2 (propositions 12, 13, 14) et 
le $ 4 (propositions 22, 23, 24, et théorème des noyaux) de 
notre article antérieur ('). Soient X', Y”, deux espaces eucli- 
diens. Il existe une symétrie canonique s: (x, y)—(y, x) de 
X'X Y™ sur Y" X X'; par transport de structure, elle défi- 
nit un isomorphisme canonique T—‘T de 9,, sur 9, ,; on 
pourra noter symboliquement 


Si T est une fonction f, cette symétrie se définit aussitôt par 
(I, 4; 2) ‘fly, x) = f(x, y) pour tous reX!, ye Y”. 


Si T n’est pas une fonction, la formule (I, 4; 1) doit être 
interprétée, puisqu'il s’agit d’un transport de structure, et 
que Ÿ est défini comme dual de 9, par: 

Pi Ay Oo), AAG) es T(“'s), pour toute ge Dym, x. 

. (Nous avons écrit s~', mais il n’y a aucun inconvénient à 
appeler aussi s la symétrie de Y" X X' sur X' x Y"; si X! et 


(‘) Scuwarrz [1]. 


rte LR 
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Y™ sont confondus avec un même espace R", s est une opéra- 
tion de R" x R* sur lui-même, qui est bien sa propre inverse : 
s* = identité). 

Soit T une distribution sur X' x Y", T(z, y)¢9%.,,. Elle 
définit deux opérations importantes associées au noyau T: 

1° L’opération » > T+» ou T.¢(') de 9, dans 9; : 


(1,4; 4) (T+ #)(@) = fon TO, y)e(y) dy; 


nous mettons à parce qu'il s’agit de distributions en x, et 
qu’on ne saurait donner à x une valeur particulière; nous ne 
mettons pas ÿ mais y parce qu’y est variable muette dans une 
formule d'intégration, ce qui à soi seul empêche de donner à y 
une valeur particulière. Nous justifierons l'emploi du symbole 
d'intégration après (I, 4; 10). 

Plus précisément, la distribution (T.»)(%) e D est définie 
par 
| (T.#).u = T,- (u(x)v(y)) pour ued,, 
(I, 455) 9°” | 

[ LT -o)(au(e) de = fr Te, y)u(a)ely) de dy, 


ce qui peut s’écrire, avec la notation intégrale de (I, 4; 4): 


(I, 456) faux) dr fn T(x, yoy) dy 
= [far Te, y) ula) oly) dx dy. 


20 L'opération u—>u-T ou u.T de ®, dans ®,: 
(LD (ue T)G) = Ru T(, §) de. 

Cette deuxième application est transposée de la précédente, 
et l’on a: 


Dieu all) TL skis : 
nacre at nth Deeg ie 


(1) La notation T.s est peut-être préférable à la notation T.v, car elle indique 
tout de suite de quoi il s’agit, même si les variables x, y, ne sont pas indiquées. Mais 
elle est typographiquement compliquée; en outre, T.v, pour » ed, et T+9, pour 


9e Dz, y, marquent bien deux opérations analogues : une intégration ee dy qui 
donne une distribution en x, et une intégration | de: dx dy..., qui donne un 


scalaire. 
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Posons maintenant E = 9). Puisque T définit une applica- 
tion linéaire continue de ®, dans Sj, elle définit une distribution 


sur X!à valeurs dans E; si nous l’appelons T, on aura: 
(1,4;9) T(o)=9-T, pour ¢e9,. 


Elle définit aussi une distribution sur Y” à valeurs dans 
F = 9, qui est la distribution définie par ‘T à partir de la 


nié (I, 4; 9), et qu’on pourra donc noter T : 
(14/40) T(G)ZT 6, pour © pe; 


Ce sont les formules (I, 4; 9 et 10) qui justifient l’écriture 


(1, 4;4et 7); T est une distribution sur X! à valeurs dans 9, 
wa) THe, ÿ) aussi, et u- T est son intégrale comme dans (I, 3; 9). 
Nous reverrons cette question au § 5, 1°) page 131. 


La transposée T de la distribution T est une application 
de E’ = 9, dans 9, » qui n’est autre que celle qui est définie 
par la distribution ‘T; il n’ y aura d donc _pas d’inconvénient a 
identifier T et ‘T, et on aura aussi ‘T = fs 

Le théoréme des noyaux indique que, réciproquement, toute 
application linéaire continue de 9, dans ®;, c’est-à-dire toute 
distribution sur X' à valeurs dans ®,, peut être définie comme 


la distribution T associée à une distribution T e 9, ,; autre- 
ment dit (abstration faite de la topologie, au moins provi- 
soirement), TT est un isomorphisme de 9,, sur ®:(9;). 
De même ‘T—'T est un isomorphisme de ®,, sur D}(D4). 
Poursuivant les conventions dela page 51, nous sommes amenés 
à identifier les 3 espaces D,8,9,=9,eD), £(D.; Dj), Diy, et 
par suite aussi les 3 espaces D,8.®; = 9;<9:, 1(9,; Dis) neh, oe 
l’opération t ou s fait passer d’un système à l’autre. En résumé, 
nous nous permettons d'identifier deux de ces espaces iso- 
morphes, si et seulement si, dans l’écriture de ces espaces, 
l’ordre des variables x, y est le même. Dans bien des cas il 
peut étre plus commode de tout identifier, mais dans d’autre 
cas de ne faire aucune identification; d’ailleurs le caractère 
assez arbitraire de ces identifications arate aux yeux. Un cas 
important est celui ou X'= Y"= R*. Les régles précédentes 
conduisent alors à ce qui suit. 
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Soit T une distribution sur R* X R". Elle définit deux opé- 
rations 9g > o-T et o —T:c de Dm dans Dan; celles-ci opèrent 
cette fois dans les mêmes espaces, mais sont distinctes, et 
toujours définies par les formules (1, 4; 4) et (1, 4; 7), où n’in- 
terviennent que des variables génériques ou muettes, x, y, qui 
peuvent être aussi bien remplacées par d’autres. C’est toujours 
l'opération & — ¢-T de ® dans 9’ qui définit la distribution T 
associée à T: T est une distribution sur R" à valeurs dans D. 
La symétrie s opère de R" X R"” sur lui-même, donc par 
transport de structure de Dm sur lui-même; a T elle fait 
correspondre ‘T qui est une autre distribution sur R" X R’. 
Alors *T est la distribution sur R” à valeurs dans Dy. définie 
par ¢—>¢-°T =T-9; ‘T coincide avec ‘T, transposée de la 
distribution T au sens de la page 51. Si maintenant U et V 
sont deux distributions sur R*, U®@V est une distribution bien 
déterminée sur R" X R", à ne pas confondre avec V@U, qui 
est sa symétrique; U® V est la distribution sur R" x R", qui, à 
la fonction (x, y)—u(x)s(y) de Dam, fait correspondre 


U(u)V(v). Alors la distribution (Ua Ÿ) associée à U®V est 
définie par 9— U(¢)V, sa transposée est o— V(¢)U. Nous 
avons la un exemple typique où toutes les identifications ne 
sont pas souhaitables, mais où celles que nous avons adoptées 
ne mènent pas à contradiction. 

Nous allons voir maintenant que ®,8.9,— 9D,(D,) est 
isomorphe à 9;,, non seulement algébriquement, mais topo- 
logiquement; et nous donnerons en même temps une nouvelle 
démonstration de l’isomorphisme algébrique; pour tout cela, 
nous nous appuierons sur la théorie des espaces nucléaires de 
Grothendieck, qui est la clef des théorèmes relatifs aux noyaux 
(nucléaires vient précisément de noyaux). 


Le théorème des noyaux. 


Proposition 25. — (Théoréme des noyaux ). De est identique, 
algébriquement et topologiquement, à D, ag ge 

DÉMonsTRATION. — Comme toute distribution Te9,, 

Pe é 2 

définit l’application linéaire continue g~g.T de D, dans 9,, 

elle définit un élément T de D'(D}); T—T est injective, 
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parce que si T — 0, T est nulle sur le sous-espace dense 9, ® 9, 
de 9, ,. Donc il est trivial que ®., est un sous-espace de ®,(®,). 
D'autre part, si T converge vers 0 dans 9D,,, T(+) converge 
vers 0 uniformément quand © reste bornée dans 9,,,, donc 


a fortiori T(u®v), ue D,, ve®,, converge vers 0 uniformé- 


ment quand w et # restent bornées dans 9, et 9,, donc T 
converge vers 0 dans 9/,@,9); il est donc également trivial que 
la topologie de 9), est plus fine que la topologie induite par 
D! (D). 

De la même manière, il est évident que &,, est un sous- 
espace de &/,(&/) (car si Teë,,, o> +9.T est continue de 6, 
dans &;), et que sa topologie est plus fine que la topologie 
induite. 

Un élément T de &/, @, &, = & < & est une forme bilinéaire sur 
6, X &,, séparément continue, donc continue puisque 6, et 6, 
sont des espaces de Fréchet('); réciproquement toute forme 
bilinéaire continue sur &, X 6, est a fortiori e-hypocontinue 
sur (6,) X (6,), done appartient à &<6,. Ainsi 6, 8.6, est, 
algébriquement, l’espace des formes bilinéaires continues sur 
6, X &, ou des formes linéaires continues sur 6,8.6,, donc 
6, 8.6, = (6,8.6,). Un élément T de &;, est une forme 
linéaire continue sur 6,, = 6, @.6,, donc 6, est, algébrique- 
ment, (&,@,6,)’ (appelé encore par Grothendieck espace des 
formes bilinéaires intégrales(*) sur &, X &,). L’injection de &;, 
dans 6,@.6, est la transposée de l’application canonique 
de 6, 8,6, dans 6, 8, &,. 

Utilisant alors le caractère nucléaire de &, et 6, (*), nous pouvons 
écrire que 6, 8,6, = 6,@.6, (que nous noterons simplement 
6 86,), donc &;,, est algébriquement identique à 6, 8, 6}. 
D’autre part, la topologie de 8; , est celle de la convergence 
uniforme sur les parties compactes de &,,— 6,8 6,; la topo- 
logie de &, &.6, est celle de la convergence uniforme sur les 
produits tensoriels de parties compactes de 8, et de &,; mais, 
puisque & est un espace de Fréchet, toute partie compacte de 
&, ®, 6, est contenue dans l’enveloppe d’un produit tensoriel de 


(‘) Boursaxr [2], proposition 2, page 38. 

(?) GrornenDrecx [4], § 4, n°3, page 124. a 

(3) Grormenpiecx [5], § 2, n° 3, théorème 10, page 55. Voir aussi ScHwarrz [2], 
exposé 18, page 5, exemple a). 
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parties compactes de 6, et de &,('), et les deux topologies sont 
les mêmes. Tout ce que nous venons de faire ici n’est qu’une 
partie de la démonstration, dans le cas particulier des espaces 6, 
et &,, d’une proposition générale : 

Si G et H sont des espaces de Fréchet nucléaires, G' et H' sont 
nucléaires, et le dual fort de G@H est £,(G; H') = G'®H' (). 
Nous avons préféré redonner la démonstration dans ce cas 
particulier, étant donné son importance. 

Revenons maintenant à ®, et ®,. Ces espaces sont bien 
nucléaires (*), mais ne sont plus des espaces de Fréchet. 
D'ailleurs la conclusion analogue à la précédente serait fausse : 
D,(D,) = D.8%, sera bien identique, algébriquement et topo- 
logiquement, à 9), ,, dual fort de D,,; mais Dee 
algébriquement identique à D,8.9,, ne lui est pas identique 
topologiquement (*), et n’a pas le même dual, on a donc 
DOD, # (9,8 9,)'. 

Ce que nous devons faire ici, c’est répéter la quatrième partie 
de la démonstration élémentaire du théoreme des noyaux, 
donnée antérieurement (°). Soit Te 9,@9). T est une forme 
bilinéaire hypocontinue sur 9, X 9,. Soient L et M des 
ouverts bornés de X! et Y”. Si a (resp. 8) appartient à 9D, 
(resp. 9,), et vaut 1 sur L (resp. M), la forme bilinéaire 
(u, v)— T(au, Be) coincide avec (u, p)—T{u, ») sur le sous- 
espace Dr X Du de D, x 9,; mais comme la premiere est hypo- 
continue sur 6, X &,, il existe une distribution Ti m(%, 9) 
telle que, pour u e D;, et ye Du, on ait: 


(I, 4; 11) T(u, v) = Tiu(u®e). 


Les ouverts L x M forment un recouvrement de Xe x s¥". 
Si L x M, L' x M', sont deux de ces ouverts, LcL',McM, 
1e et Ti coincident sur Ÿ,.u puisqu’elles coïncident sur 
le sous-espace dense D, & Dy. L'ensemble des distributions 
ES définit donc une distribution Te9,,, telle que 


(1) GrormenDiecx [4], § 2, n° 1, corollaire 1 du théorème 1, page 52. 

(2} GrormenDiecx [5], § 2, n° 1, théorème 7, page 40, et § 3, n° 2, théorème 12, 
page 76. Voir aussi SCHWARTZ [2], exposé 19, théorème 3, page 4. 

(3) Grornenvreck [5], § 2, n° 3, théorème 10, page 55. Voir aussi ScHwaARTZ [2]. 
exposé 18, page 5, exemple 6). 
_ (4) Grornennrecx [5], page 84. 

(5) Scuwarrz [1], page 116. 

(5) Scuwarrz [1], page 144. 
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T(u®v) = Tu, ») pour ue®, et ve D,, et D, est bien algé- 
briquement identique à 9, ® D). 

Reste à voir lidentité topologique de ces deux espaces. La 
convergence de T vers 0 dans 9, ® 9, signifie la convergence 
de T(u®¥v) vers 0, uniformément lorsque u et restent bornées 
dans ®, et 9,; donc aussi la convergence de a(£)f(ÿ) T(Z, ÿ) 
dans #,@6,, pour toute «ae ®, et Ge®,. Mais nous savons 
que la topologie de &! & 8, est celle de &’,,, et la convergence de 
aST vers 0 dans 8!,,, pour toute ae D, et Be ®,, est précisé- 
ment la convergence de T vers 0 dans 9),,, convergence qui 
est de nature locale sur X' x Y”"; donc les topologies de 9, et 
D, & D, sont bien identiques, c.q.f.d. 


Les espaces 96, eh. 

Soit 4, (resp. À,) un espace de distributions sur X' (resp. Y”). 
On peut alors considérer, d’après la proposition 1, H,¢ diy, 
comme un sous-espace de D,e®D, = D,,, muni d’une topologie 
plus fine que la topologie induite. Pour que Te®,, appar- 
tienne à 46,e%,, il est nécessaire qu’il appartienne à Die K,, 
donc que u — u-T définisse une application linéaire continue 
de ®, dans %,. Il est aussi nécessaire qu’il appartienne à 
%,e,, ce qui veut dire que » > T-» est une application 
linéaire continue de 9, dans #,. Mais ces deux conditions 
nécessaires ne sont pas suffisantes; 46, € A, n’est pas l’inter- 
section de 96, e D, et de D, e K,; on sait par exemple qu’un 
noyau régulier, appartenant à la fois à 8,e D, et à Die &,, 
n'appartient pas nécessairement à 6,e6,—6,,, espace des 
noyaux régularisants, comme le montre l’exemple du noyau 
32 —§)(. 

Remarque. — La symétrie s: D,, > ®, , induit la symétrie 
ER, > K,ed6, (voir remarque 2°, page 35). 


Critères d'appartenance à 46,eh.. 


Proposition 26. — Soient 36, et K, des espaces de distribu- 
tions normaux (36, n’est pas nécessairement quasi-complet), 
3%. vérifiant la propriété (+). Toute distribution Te 9.84, telle 
que, pour toute veh,, T-» soit dans %,, appartient à %,eK,. 

Il suffit d’appliquer la définition de la propriété (e) à E = K, 


(!) Voir plus loin, page 99 et page 102. 


TR 
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(rappelons que, dans la propriété (c), E est supposé quasi- 
complet, mais non 4,). | 


Remarque. — En échangeant les rôles de x et y, on a natu- 
rellement un critère symétrique, utilisant u-T au lieu de T.». 


Proposition 27. — Soit 4, un espace normal tel que, dans 
4(36,; d6,), l'identité soit strictement adhérente au sous-espace 
des restrictions d'applications linéaires continues de 9, dans d6,; 
et soit WW, un espace normal tonnelé; ces espaces ne sont pas néces- 
sairement quasi-complets. Alors toute distribution T e De(M,). 
telle que, pour toute ve, T-» soit dans 46,, appartient 
à H,<(M,).. 

Rappelons d’abord qu’un espace tonnelé a la topologie + (’), 
donc a fortiori la topologie +. 

Appelons A, (M,; 46,) l’espace de toutes les applications 
linéaires de M, dans #,, muni de la topologie de la conver- 


gence simple. L'application L — Lo!T est continue de L, (46.3 
4) dans A,(M,; 4,). On a Eft TT: et si L est la restriction 
d’une application linéaire continue de 9, dans 4,, Lo'T est 
continue de it, dans 4,, parce que 'T est continue de A, dans 


D’. Alors l'hypothèse faite sur 46, entraîne que 'T soit stricte- 
ment adhérente, dans A,(1,; 4,), au sous-espace 4,(M,; d6,) 
des applications linéaires continues de M, dans #,. Mais 
comme WW, est tonnelé, £,(M,; 4,) est quasi-fermé dans 
A,(M,; #,) (car toute partie bornée de 4,(M,; 46.) est équicon- 


tinue, et toute application simplement adhérente à une partie 


a . 
équicontinue est continue) (*), donc 'T est continue de M, 


dans #,, et T eH, ¢ (M,)., cdd. 


Remarque. — La condition de l’énoncé relative à 46, est 
sûrement vérifiée, si 4, (supposé normal) a la propriété d’ap- 
proximation par troncature et régularisation; car alors I est 
strictement adhérente dans £,(%,; 4,), donc a fortiori dans 
£,(4,; %,), au sous-espace des applications {9,}e[a,] (voir 


(‘) Boursax: [2], proposition 5, page 70. = 

(?) Voir Boursaxt [2], théorème 2, page 27; et proposition 4, page 23. Rappelons 
qu’une partie A d’un espace vectoriel topologique F est dite quasi-fermée, si tout 
point de F, adhérent a une partie bornée de A, est dans A. 
, 7 
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préliminaires page 9), restrictions d’applications continues 
de 9), dans 9, done dans J6,. 
Cas où 96, et A, sont de même nature. 
Proposition 28. — On a les identités (algébriques et topolo- 
giques) : 
62, y = 6, 8 By) PARENT wg 


Ou)a,r = Ou)e & (Ou DD ED 
B,,= 886), M,=% 68, (be), = (06). B (06) 

Be, ne = 8, ch &, (Be), i (B,), 8 € (Be), 
DÉMONSTRATION. — A part %° et B,, tous les espaces consi- 


dérés sont nucléaires, ce qui permet d’écrire ® pour ®, = @,(’). 

Le cas de 8° a été réglé a la proposition 17; celui de &,, &, 
§, Om, dans un article antérieur(*); nous avons aussi indiqué 
à ce moment que ®, @ 9, est identique algébriquement a 9, ,, 
mais non topologiquement, car il a une topologie moins fine, et 
n’a même pas le même dual. 

La quatrième identité est le résultat de la proposition 25. 

La cinquième a été démontrée comme résultat intermé- 
diaire pour démontrer la proposition 25. 

La sixième se démontre de la même manière que la cin- 
quième : #, et J, sont des espaces de Fréchet nucléaires, donc 
le dual de 9,8 #,— %,,, c’est-à-dire J’, ,, est J, @ 4, (voir pages 
93 à 95). 

Enfin la septième se démontre par transformation de Fourier 
à partir de la troisième. Nous utiliserons pour cela la proposi- 
tion suivante : 


Proposition 29. — La D TA de Fourier %,, sur 
Ja, = 3, ® 8, est le produit tensoriel 3, @ F, des transformations 
de Fourier sur 4, et J). 

En effet %,,, et F, "8 J, sont toutes deux continues sur #!., 
et elles coincident sur le sous- espace dense J, ® J}, comme on 
le voit immédiatement. 

Ceci nous permet de terminer la démonstration de la pro- 
position 28. La transformation %®%, de (Ou): 8 (Ou), sur 
(Oc):8 (Oc), est un isomorphisme, restriction de l’isomorphisme 


(‘) Grornenpreck [5], théorème 10, page 55. 
(?) Scuwarrz [1], proposition 12, page 113, et bas de la page 115. 
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FF, de #8 % sur J, #, (remarque 2° après la proposition 4 
du § 1); mais ce dernier n’est autre que %., (proposition 29), et 
on sait que (Om): 8 (Om), = (Om)z, , (proposition 28), enfin # , est 
un isomorphisme de (Om): , sur (O¢),,,, donc (Og), 8 (OG) y= (O6)e, 75 
c.q.f.d. 

Remarque. — &,(6;) et &,(8;) coincident, algébriquement et 
topologiquement. En effet, on a a priori &,(&;) ¢ 6, (8); mais 
(6) = 6, € 6:(6,), done il y a bien coincidence algébrique. 
Ensuite 6.(6,) est a priori plus fine que 64(&)); mais 
6,(6,) = 6, et comme 6,(6,) et 6, induisent la même 
topologie sur les &y..x (H et K compacts de R"), et que &,, 
est la limite inductive des 6.x, 6, est plus fine, donc ces 
deux topologies sont identiques. Ceci est conforme à ce que 
nous avons vu page 62, puisque 6’, dual d’un espace de 
Fréchet, est du type (DF). 


Cas où J6, et A, ne sont pas des espaces de même nature. 

Noyaux semi-réguliers, réguliers, régularisants ('). 

&,(D,) = 6, ® D, = £(6,; D) est l’espace des noyaux semi- 
réguliers en x ou semi-réguliers à gauche; la symétrie s le 
transporte sur l’espace 9}(6,) = D) @ 6, = 1(9,; 6,), qui, dans 
9, ,, est l’espace des noyaux semi-réguliers en x ou semi- 
réguliers à droite. D’après la proposition 26, appliquée à 
#%, =6,, À, =D), T est semi-régulier en x si et seulement si, 
pour toute ve 9, T.¢ est dans &,. : 

9! (8,) = D, 8 & = 4(D,; 6,) est l’espace des noyaux semi- 
réguliers en y ou semi-réguliers a droite; il est transporté par 
la symétrie s sur 6,(D,) = 6, ® D = 1(6,; 9’), espace des 
noyaux semi-réguliers en y ou semi-réguliers à gauche. 

Si T est semi-régulier en +, la formule (I, 4; 4) peut-être 
considérée comme définissant un élément de &,, intégrale 
en y de T(&,iy)o(9) = ‘T(ÿ)s(9) € 6,(62); elle peut done étre 
remplacée par une formule analogue ou x est remplacé par x, 
elle est alors valable pour tout x fixé dans X’, l'intégrale ayant 
un sens évident puisque T(z, ÿ) est une distribution en y et (ÿ) 
une fonction indéfiniment différentiable à support compact. 


() Ces noyaux, ainsi que ceux du numéro suivant, ont été étudiés dans ScHwARTZzZ 
[6], n° 6 et 7. 
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On peut aussi écrire (I, 4; 7) pour we&,, car æ—T(x, ÿ) est 
une fonction indéfiniment différents ble de x à valeurs dans 9), 
done on peut faire son produit par une distribution u(&), et 
comme celle-ci est à support compact, u(%)T(%, ÿ) est une 
distribution à support compact en x à valeurs dans 9), et son 
intégrale a un sens comme élément de 9). 

L’intersection de &,®@ D, et de D,®&,, munie de la topologie 
borne supérieure des topologies induites, est l’espace des noyaux 
réguliers. Il est distinct de 8,86, = 6, = £(&; 6,) + 4(6); 64), 
espace des noyaux régularisants. 

Il faut prendre quelques précautions si X'= Y" = R’. 

On ne doit plus dire semi-régulier en x ou en y. 

Dans Dhnspr = D & D’, le sous-espace 6 & D’ est l’espace des 
noyaux semi-réguliers par rapport à la première variable, ou 
semi-réguliers à gauche; 9’ & 6 est l’espace des noyaux semi- 
réguliers par rapport à la deuxième variable, ou semi-réguliers 
à droite. 

Ils sont échangés par la symétrie s; l’espace des noyaux 
réguliers et l’espace & ® & des noyaux régularisants sont globa- 
lement invariants par la symétrie s. 


Noyaux semi-compacts, compacts, compactifiants. 

ED) = 6, © D, = L(6,; D) est l’espace des noyaux semi- 
compacts en 2; la symétrie s le transforme en l’espace 
D(6:) = D, 8 & = 4(D,; 6), qui est encore appelé espace des 
noyaux semi-compacts en x. D,(&) = 9, 86 =4(9,; 8) est 
l’espace des noyaux semi-compacts en y; la symétrie s le 
transforme en l’espace 6,(9,) = 6,8 D, = £(&,; DL), qui est 
encore appelé espace des noyaux semi-compacts en y. L’inter- 
section de &, @ ®, et de 9,86, munie de la topologie borne 
supérieure des topologies induites, est l’espace des noyaux 
compacts. Il est distinct de 6, ® & = & , = 2(8,; &)) ~4(8,; 8), 
espace des noyaux PUR ante, Anivement dit un noyau 
compact n'est pas une distribution à support compact 


sur X' x Y". 


Proposition 30. — Pour qu'un noyau Te®,, soit semi- 
compact en x, ul faut et il suffit que l'intersection du support de T 
avec toute haride X'X K, K compact de Y", soit compacte. 


La condition est évidemment suffisante; car si l'intersection 


4 


Fo 


ies = 
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précédente est contenue dans H x K, H compact de X, 
alors, pour ve et ue Do, Q — [ H, T(u®v) = 0, donc T-¢ 
est dans 84, donc dans &'; si » converge vers O dans Dx, T+» 


converge vers 0 dans &, donc dans &’; ‘T est alors une appli- 
cation linéaire de 9, dans &, continue sur chaque 9x donc 
continue sur 9,, et Te 6, @ 9). 

La condition est aussi nécessaire. Car si Te 6, @ 9,, T est 
une application linéaire continue de l’espace de Fréchet Dx, 
(K,, voisinage compact de K) dans &,, dual de Fréchet; il 
existe donc un voisinage de 0 dans 9x,, d’image bornée dans 6, (*); 


C 


comme toute partie bornée de &, est contenue dans un &y, H 
compact de X‘, T applique 9x, dans 4; on en déduit que 
(T-9).u= T(u@ +) est nul si ue D, a son support dans [ H, 
ete, dans K,; si Q est l’intérieur de K,, Test nulle sur 
Deu X Do, donc par continuité sur DfnQ (’), autrement dit T 
a un support dont l'intersection avec X° X Q est contenue dans 


H x Q; l'intersection de ce support avec X' X K est donc 
contenue dans H x K, donc compacte. 


Remarque. — La condition énoncée revient à dire que la 
projection (x, y) — y est « propre » ou continue à l'infini quand 
on la restreint au support de T. 


CoroLLaiRE. — Si T est un noyau semi-compact en x, à tout 
compact K de Y" on peut associer un compact H de X' tel que, su 
ve®, a son support dans K, T. ait son support dans H; à 
tout ouvert borné w de Y" on peut associer un ouvert borné 
Q de X! tel que la distribution induite par u.T sur l’ouvert w, 
pour ue&,, ne dépende que de la restriction de la fonction u à 
Pouvert Q. 

Il suffit en effet de prendre pour H un compact tel que l’in- 
tersection du support de T avec X' X K soit contenue dans 
H x K; et pour 2 un voisinage ouvert borné quelconque du 
compact H associé au compact K = w, puisqu’alors, pour 
ve®,, u est nulle sur un voisinage du support de T.s quand 
elle est nulle dans Q : u.T est nulle sur si u est nulle sur (. 


(‘) Car T est séparément continue sur Dy, X 8» donc continue, d’après Bour- 


BAKI [2], proposition 2, page 38. 
(2) Scuwartz [4], chapitre rv, § 3, théorème III. 
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Proposition 31. — Si T est un noyau régulier compact, ul 
appartient à D, ® D}, D, ® D,, 6, @ 6,, 6,8 &,. 

Tout d’abord, pour red, T.v est dans 6, puisque T est 
semi-régulier en x, et dans 6’ puisque T est semi-compact en 2, 
donc dans leur intersection ®,; en appliquant alors la proposi- 
tion 26 à 4, = D,, M, = D;, on voit que T est dans 9,8 9). 
En utilisant alors lé fait que T est semi-régulier en y et semi- 
compact en y, et en appliquant le raisonnement précédent 
a *T, on voit que T est dans 9, @ 9. 

Soit maintenant »e&,. Comme T est semi-compact en y, 
T.v a un sens; si w est un ouvert borné de X‘, il existe un ouvert 
borné Q de Y” tel que la restriction de T.» a w ne dépende que 
de celle de » à Q (corollaire de la proposition 30, avec échange 
des rôles de x et y); mais, dans (), » coïncide avec une fonc- 
tion #, e Ÿ,, donc, dans w, T . # coïncide avec T. 9, e 6, (puisque 
T est semi-régulier en x); donc T.ve6,, et alors la proposi- 
tion 26 appliquée à 46, = &,, M, = &), montre que Te6,8 6,. 

Le même raisonnement apphque a T montre que Te gi ® ae 


Remarque. — On voit que, dans le cas particulier de 4, = &, 
Ky = 6,, ou de H, = 6,, KH, = &), Pintersection de H,<D, et de 
Deh, est dH, eh,. 

Remarquons aussi que les propriétés énoncées dans le corol- 
laire de la proposition 30 sont valables, par passage a la limite, 
pour T régulier compact, méme si u et ¢ sont des distributions. 


Le noyau o(% — ÿ) de l'identité. 
Soit Yr Ras injection canonique de 9 dans 9’ 
est associée à un noyau J(z, ÿ), qui doit vérifier L 


(I, 4; 12) zs 
J-s=9, pour ve; ou J(u®v)= fLu(x)o(x)dr, we D, 99. 


On sait qu’un tel noyau est unique. Or le noyau défini par: 


(I, 4; 13) J(g) = fae (2 x) dx pour toute ge®D 


T, ÿ9 


répond à la question. | 

Soit 4 un espace de distributions normal; l’opérateur iden- 
tique de 9 dans 9’ se prolonge en l’opérateur identique de # 
dans #; donc J(%, ÿ) e {(36; 4) c 4:36 (proposition 13). En 
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particulier, il appartient à D 89’, D' BD, 666,6 Bb, Fos 
s'&4. 

Donc J(%, ÿ) est régulier compact. En tant que noyau semi- 
régulier en 2, il est défini par la fonction æ— e(x) = ¢(y—a) 
à valeurs dans 9}, où ea) = Ô(ÿ — a) est la distribution 
définie par la masse + 1 au point a de R’, puisqu’on doit 
avoir 


(I, 4; 14) (a J(a, yv(y)dy=v(x) pour ve®D et reR’. 


C’est ce qui justifie l’écriture J(%, ÿ) = ¢(y— à). (Mais une 
justification compléte ne peut résulter que de la théorie du 
changement de variables pour les distributions : d(ÿ— à) est 
le résultat du changement de variables 2 = y—x sur la distri- 
bution 6(2). Voir au numéro suivant, page 104). En tant que 
noyau semi-régulier en y, 4(y — 2) est défini par la fonction 
y—e(y). Naturellement ¢(j—®) est invariant par la symétrie s 
(parce que la transposée de l’injection de D dans ’ est l’injec- 
tion de 9 dans 9’), ce qui s’écrit (2 — ÿ) = à(ÿ — À). 

Remarquons que y — à(à — y) est une fonction indéfiniment 
différentiable à valeurs dans 6’, mais que si on la considère 
comme distribution, elle est à valeurs dans ®. 


Les noyaux de convolution. 

Généralisons les résultats précédents. Soit S une distribution 
sur R". Nous allons définir la distribution T(&, ÿ) = S(&— à) 
sur R° X R’. 

Nous utiliserons la théorie générale du changement de 
variables (‘). Soit f(2) une fonction indéfiniment dérivable 
(ou simplement continue) sur R"; son image réciproque par 
l'application (x, y) >~2=2%—yY de R°x R° dans R" est 
f(à— 9). On définit ainsi une application linéaire continue 
f(2) —f(&—9) de Sma dans Enr» nr. Soit o(à, ÿ) dz /\ dy une forme 
différentielle de degré 2n appartenant à 9,, ,; f(à— ÿ) se définit 
en tant que courant de degré 0 sur R" X R'" par 


(1, 43 15) 966, HABA I | farscanl(@—y) ol 9) de dy. 


(‘) Dès qu’on fait un changement de variables, on doit raisonner sur les courants. 
Voir de Ruam [1]. 
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Effectuons dans cette intégrale le changement de variables 
2—y=t,y=y; elle devient 

(I, 4; 16) 
[fansenof @) 9(E +n, n) dE dn = fro f (2) dE Jun H(E +n» 0) dn. 


ve 


On voit alors que l’opération « image réciproque »: 
f(z) >f(@—y); 
s’étend aux courants de degré 0 sur R'; si S(Z) est un tel 
courant, son image réciproque, qu’on notera encore S(% — ÿ), 
est le courant de degré 0 sur R” X R’, défini par: 
(I, 4; 17) 
| farscre SE —y)e(x, y) dx dy = [,S(E) dE f..9(E + n, 1) dn, 


et S(z) — S(¢—y) est une opération linéaire continue de Dm 
dans Drax pn 

Pour éviter les ennuis créés par la différence entre les dimen- 
sions n et 2n, nous pourrons aussi donner une autre définition 
de S(¢—y). Pour cela nous effectuerons le changement 
de variables §=2—y, n — y, indéfiniment différentiable 
ainsi que son inverse, et conservant les volumes, dx dy = dé dn, 
ce qui permet de conserver l'identification des fonctions loca- 
lement sommables avec des distributions. Formellement S(z — ÿ) 
devient S(É), auquel nous donnerons un sens comme distri- 


bution en £, y, en l'identifiant à S(Ë)&1(f). Celà donne pour 
S(% — ÿ) la nouvelle définition suivante : 


(I, 45 18) [finn S(@—y)¢ (a, y) de dy 
= [farine (SE) @4(n)) 9(E +n, n) dE dn, 


que l’on peut calculer par deux intégrations simples succes- 
sives ('): 


(D 45 19) | fnrsereS(@—y)9(@, y) de dy 
oe wo S(t) dE fan GE + n, n) dn = fund mO(E)p(E + n, ) dé. 


On voit donc que cette définition coincide avec la précé- 
dente. Notons qu’on peut aussi définir S(& — ÿ) par le change- 


(‘) Scuwarrz [4], chapitre rv, § 3, théorème IV. 


er 
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ment de variables E = 2, n = x —y; S(a— y) devient for- 
mellement S(7'), qu’on identifie à 1(£’) ® S(#’), ce qui donne la 
définition : 

(1,4; 20) [fren (@—y) ¢ (x, y) dr dy 
= [Pocm(t@) ©S S(n'))g(E', & —n') dé! dn', 


calculable également par deux intégrations simples successives : 


(1,4; 24) f fan wS(t—y)9 (x, y) dr dy 
= Siw S(n') dn! fan GE's & —n/) dE 
= [dt fon S(n')p(E", & — a!) dr’. 


(Les deux dernières définitions de S(#—y) donnent le 
même résultat, car, en posant £ + y= & dans la dernière 
intégrale du 2° or de (I, 4; 19), on obtient une expres- 


sion de al S(a—y)¢(a, y) dx dy, qui n’est autre, au change- 
ment près de£en nr’, sp celle du 2€ membre de (I, 4; 21). 
Soit D un opérateur différentiel à coefficients constants, D son 
symétrique (transformé par la Seine x —— x de R*(' NY, 


En appliquant la formule rea ib ona 


(1,4; 22) ff D.(S(e—y))¢(2, y) de dy 
= {fs T— y Do ( x, y) dx dy 
= ff (SE) )) (Dee) (E+ n, n) dE dn 
= ff (SE RUE ER n)) dé dy 
= [f(DSE e4(n)) ¢E +n, n) dan 
= | { (DS)(e—y)¢(2, y) dr dy, 

d’ot 
(I, 4; 23)  D.(S(x—y)) = (DS) (xy). 


En appliquant au contraire la définition (I, 4; 20), ona, de la 
même manière : 


(I, 4; 24) D,(S(e—y)) = (DS)(« — y) 
(parce qu'ici (D,g) (fs —n')= Dale @ E—n'))). 


(1) Scxwarrz [5], formule (VI, 4; 7), page 23. 
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Ces formules sont d’ailleurs bien connues en théorie du chan- 
gement de variables. 

Le noyau S(à — ÿ) = T(&, ÿ), ainsi défini, est le noyau de la 
convolution: »>T:»=S«v, ou u—u:T—ux5, car, pour u 
et ve, (I, 4; 21) donne: 


(1,4; 25) ff S(2—y) u(x) ely) dady 
= f u(t’) de! { S(n’)o(&’ —n') dy’, 


de sorte que 


nn 


(I, 4,26) (T+v) (#) = f S(t) o(@—2) dt = (Sr) (à), 


l'égalité étant d’ailleurs valable aussi si l’on remplace % par x 
fixé dans R". Le noyau S(z— ÿ) est en effet régulier, à cause 
des propriétés connues de la convolution, mais le calcul (1, 4;25), 
par le théorème de Fubini, montre d’avance que l’intégrale du 
2e membre de (1,4; 25) est une fonction de £’ indéfiniment 
différentiable. Pour x fixé dans R’, la distribution S(z — Ÿ) 
n’est autre que la translatée +(x)(S (— ÿ)) = +(x)(S(ÿ)), 
tandis que, pour y fixé, la distribution S(% — y) est 
r(y) S(%) (ce qui justifie encore l’écriture S( —yÿ)). En 
effet, S(x—ÿ) doit être l’image u:T de la distribution u 
constituée par la masse + 1 au point x, c’est donc bien -(x)(S(ÿ)). 
La formule (I, 4; 4) s’écrit alors 


(I, 4; 27) (S+o)(a) = fu, S(a@—y) o(y)dy= fa S(t) o(a—t) dt, 
écriture formelle classique de la convolution. 

Si S est à support compact, 5(% — ÿ) est en outre un noyau 
compact, comme il résulte des propriétés de la convolution, 
ou de la proposition 30 (le support de S(z— ÿ) étant l’en- 
semble des couples (x, y) vérifiant «—yeL, L = support 
de S); si 5 est une fonction indéfiniment différentiable, S(z— ÿ) 
est un noyau régularisant. | 


Noyaux des opérateurs différentiels; opérateurs de caractère 
local. 

Nous dirons qu’une application linéaire continue » +T.¢ 
de Pr dans Dm est de caractère local, si, quel que soit l’ou- 


Le 
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vert () de R', la distribution induite par T.v dans Q ne dépend 
que de la fonction induite par dans (. Celà revient aussi à 
dire que le support de T.» est contenu dans le support de 9, ou 
que T (u®¢) est nul si les supports de u et de # sont sans point 
commun. 

Soient a et b deux points de R", distincts; soient A et B des 
ouverts contenant respectivement a et b, et sans point com- 
mun. Alors T est nulle sur D, @ ®%», et, par passage à la limite, 
sur DA.» ('); son support dans R* x R" ne contient donc pas 
de point (a, b), il est done contenu dans la diagonale x = y 
de R* x R* (ce qui entraîne que T soit un noyau compact, 
d’après la proposition 30). Réciproquement tout noyau ayant 
son support contenu dans la diagonale est de caractère local, 
car alors, si u et # ont des supports sans point commun, u®»# a 
son support sans point commun avec la diagonale, et T(u®+) 
est bien nulle. Cherchons alors à caractériser les distribu- 
tions T dont le support est contenu dans la diagonale. Les 
directions des axes Oy,, Oy,, ... Oy,, forment un système 
libre de directions transversales à la diagonale, et les 
dérivations partielles suivant ces directions commutent. 
Alors T s'exprime d’une manière unique comme somme 
(localement finie) | 


(I, 4; 28) T(@, ÿ)=2(—1) "DIT, 9), 
q 


ou T, (à, ÿ) est l'extension à R" xX R" d’une distribution T, 
définie sur la diagonale (*). Mais, sur la diagonale, on peut 
prendre comme système de coordonnées 2%, 2, .-- 23 une 
distribution T, sur la diagonale peut donc étre définie par une 
distribution A,(Z) sur R", avec, pour çe Dar sen"? 


(1, 4529)  T{s)= fue Ael@)4(@ &) de. 
On aura finalement 


(I, 4; 30) T(u®r)=2 nr Ag(2) u(x) D'v(x) dx, 


1) Scuwarrz [4], chapitre rv, § 3, théoréme III. fs 
4 Scuwartz [4], chapitre 111, § 10, théorème XXX VII. 
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done T.¢ est la distribution Y A,D#, et l’opérateur »>T-# 
est l'opérateur différentiel : : 


(I, 4; 34) D=DA,D*, 
q 


a coefficients distributions A,. Cet opérateur différentiel est 
éventuellement d’ordre infini, mais fini sur tout ouvert borné 
de R*. Réciproquement, tout opérateur différentiel d’ordre 
localement fini à coefficients distributions est évidemment de 
caractère local. 

Si T définit un opérateur de caractére local, il en est de méme 
de “T, puisque cela s’exprime par une condition symétrique 
(avoir son support contenu dans la diagonale de R” X R’). 

Si T a la décomposition (I, 4; 28) avec (I, 4; 29), ona 


(I, 4; 32) *T(%, 9) = (—4)!""D2T, (4, 9), 


q 


T,(@, 9) étant symétrique d’après (I, 4; 29). 
On a alors 


(I, 4; 33) ‘T(v@u) =T(u® in 
ded LE ) dx 


1) an eld u(x))o(x) dx, 


: 
ACT 


de sorte que ‘T définit l’opérateur 


(I, 4,34) u>'T.w=u.T =3(—1)"1D(A,u), 
q 


opérateur ‘D nie est bien le transposé de l’opérateur différen- 
tiel D de (I, 4; 31). 

Supposons maintknant que T soit en outre semi- régulier à ; 
gauche. Comme il est semi-compact 4 droite, il appartient a 
6 ®6&' (voir remarque, page 102). Alors, pour toute » «8, T.¢ 
doit étre dans &. Montrons que tous les coefficients A, appar- 
tiennent a & (ce qui entrainera que T soit régulier compact); la 
réciproque est évidente. Supposons-le démontré pour tous les 
ao 


9 <q, et montrons-le pour q,. Prenons » = 
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Alors D%# est nul, sauf pour q < q,; puisque les A, sont 
dans & pour q << q, que T-» est dans 6, et que D = 1, on a 
bien A, € 6, c.q.f.d. 

Si nous avions supposé T semi-régulier à droite, le même 
raisonnement sur ‘T aurait abouti à la même conclusion. 

Nous pouvons rassembler les résultats obtenus : 


Proposition 32. — Il y a identité entre les opérateurs linéaires 
continus de caractère local de D dans ®' (resp. dans &), les opé- 
rateurs linéaires continus de ® dans 9! (resp. dans &) définis 
par un noyau ayant un support contenu dans la diagonale de 
R" x R, et les opérateurs différentiels d'ordre localement fini à 
coefficients distributions (resp. à coefficients fonctions indéfini- 
ment dérivables ). 


Remarques. — 1° Les opérateurs différentiels d’ordre 0 sont 
les multiplications » — Av, À e 9’. Le noyau d'une telle opéra- 
tion est T(à, ÿ) défini par 


(I, 4; 35) T(¢) = Jr A(@)9(@, x) dx. 

On peut l’écrire 

(I, 4; 36) T(z, ÿ) = A(&)È(&—ÿ) = AGE 9). 

De tels produits n’ont pas a priori un sens; mais il y a diverses 
manières de leur en donner un, qui est bien celui qu'on attend. 
On remarquera, par exemple, que, si l’on pose z=Ë",x—y— n', 
comme page 105, A(%)é(z— ÿ) devient formellement A(E/)2(1'), 


qu'on peut définir comme le produit tensoriel A(&’)®0(7’). 
Avec cette définition, on a bien 


(I, 437 [fare A(@)8(a—y)9(@, y) de dy 
= ff (AE) 28()) 9 Bn!) dE dr 
= (AE) dE! frère, E—n')dn 
= {AE gE, 8) dé", 


qui coincide avec (I, 4; 35). uae 
De la méme maniére, le noyau T de (I, 4; 28) peut s écrire 


(I, 4; 37) “TG 9) = DA(2)D2(E— 9). 
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En effet, avec la définition ci-dessus, (I, 4; 37) signifie, 
compte tenu de (I, 4; 23) : 
(I, 4; 38) 
hr Te, yola, y) de dy 
= ff gal MalE')@DE(n') ) 68, Bn!) dE dn 


a D : NE de’ IAUQUOTCE ALU 

=> ROLLER 1)88(n')DF((E", £ —n')) dy 
= 2 [AE dé on 060 (DIZ), & —»') dy! (’) 

= [AoE (DIE)(E g') de, 


ce qui coincide bien avec la définition de T par (I, 4; 28), 
compte tenu de (I, 4; 29). 

On remarque aussi que le noyau T associé à l’opérateur 
différentiel D s’écrit 


(I, 4, 39) T(@, 9) = D,3(@—9). 


Mais encore faut-il donner un sens A cette expression. On 
considère 6(% — y) comme un élément de 6 8 9’ (noyau semi- 
régulier à gauche), et D comme un opérateur linéaire continu 
de & dans 9’, de sorte que le second membre de (I, 4; 39), si 
l’on identifie D, à D @ I, définit un élément de 9’ 8 9’ qui n’est 
autre que T; cela revient en effet à écrire (d’après la remarque 
19 de la page 35, avec u, = D, u, = I, ‘X = injection identique 
de D dans & représentée parle noyau 3(% — ÿ), L, = 8, L, = 9’, 
M, = 9’, M, = 9’) que D est identique Do I, I étant l'identité. 

De la même manière, on peut écrire 


(1, 4; 40) T(@, ÿ) = 2 (—1)"D4(A,G) 8 — 9), 
qui n’est autre que (I, 4; 28), compte tenu de (I, 4; 36). Cela 
revient a écrire 

(1, 4; 41) T(z, 9) = 'D,e(@—9), 
où l’on considère ici 6(— ÿ) comme un élément de 9’ @& 


(!) L’expression (DJ) (a, b) veut dire: la valeur pour «=a, y = b, de la 
dérivée partielle D4 (9(z, y)). 


THÉORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 111 


(semi-régulier à droite), ‘D comme opérateur linéaire continu 
2 “ 1 t , 
de & dans 9’, et ‘D, comme représentant I @ ‘D. 
Pour ‘T, on a les formules : 


Remarquons que (I, 4; 39) et (I, 4; 41) donnent 
(I, 4; 43)  DS(@—g) ='D,3(@—9); 


cette relation caractérise d’ailleurs ‘D à partir de D, car elle 
s’écrit directement 


(I, 4; 44) fe Du(z)o(x)dr= fp» u(x) Do (x) de, 


pour ue Ÿ, ve. 

Remarquons aussi qu’on peut généraliser les formules 
(I, 4; 39) et (1,4; 41). Si Se6,8®, définit l'opération iS. 
y—>S-», de 9, dans &,, l’opération DS de D, dans D, est 
définie par un noyau qu’on peut écrire D,S(%, 7) = (Del) 
S(&, 7); si SeD,86, définit lopération ‘S de &, dans 8! 
l'opération ‘SoD de 9, dans D! est définie par un noyau qu’on 
peut écrire ‘D, S(&, ÿ) = (1@'D)S(£, ÿ). On obtient toujours 
ces formules en appliquant la remarque 1, page 35. Elles sont 
valables même si X! et Y” sont distincts; elles s’écrivent : 


(I, 4; 45) D {,.S(&, y)o(y) dy = Jum DiS (@, y) (y) dy, 
(I, 4; 46) fan S(&, y) Dey) dy = fan D,S (à, y)? (y) dy: 


le lecteur justifiera aisément cette écriture. 

Ces formules sont valables, si D est à coefficients indéfini- 
ment dérivables, pour Se, quelconque, et D, S(#, ÿ) 
ainsi que ‘D, S(£, ÿ) ont alors leur signification élémentaire 
usuelle. 


Noyaux fonctions. 

Nous allons introduire des espaces fonctionnels nouveaux. 
# sera l’espace des classes de fonctions localement sommables 
sur R": il sera muni de la topologie définie par la famille des 
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semi-normes Nx: f— fe |f(æ)| dx, où K parcourt la famille 


des parties compactes de R". Son dual sera appelé A”: c’est 
l’espace des classes de fonctions bornées à support compact; 
nous le munirons de la topologie (4'); de la convergence uni- 
forme sur les parties compactes de {'. Alors {' est un espace de 
Fréchet, KK” est localement convexe complet ('); 4, et par 
conséquent A”, sont strictement normaux, et ont la propriété 
d’approximation par troncature et par régularisation, et la 
propriété d’approximation stricte (Préliminaires, proposi- 
tions 3 et 4); A” à la propriété € (proposition 14). 


Proposition 33. — Soit T une fonction localement sommable 

= si am ; 

sur X'X Y". Alors Te ®, 4), et ‘T se prolonge en une appli- 

cation linéaire continue de Ky dans %; pour toute ve Ky, 

T.ve “i est donnée, pour presque toutes les valeurs de x, par l’in- 
tégrale : 


(I, 4; 47) (T-») (2) = fn T(w, y) oly) dy. 


On sait en effet (*) que £,,, = 48.4. 
Comme £' a lapropriété d’approximation et qu’il est complet, 
£,8,£, est un sous-espace de £,8,4) (*) = Keli ~4¥,(HP; 42). 


Alors, pour T e 4; ,, nous appellerons toujours » > T .¢ le prolon- 


gement a jy de Te; D). 
Soit maintenant ve AY. La fonction T(z, ÿ) v(ÿ) est som- 


mable sur H x Y”, où H est un compact quelconque de X'; 
d’après le théorème de Fubini, 


(I, 4548) (T:e)(a)= f, T(a, y)o(y) dy 


existe pour presque toutes les valeurs de x, et représente une 
fonction de x localement sommable. Alors » —> T : p est une 
application linéaire de À} dans {;; nous devons montrer que 


Tye vis Tip. 


(‘) Dreunonné-Scawarrz [1], proposition 12, page 82. 

(?) D’après Groruenvieck [4], page 71, £1 @,“4 est identique à £3(£4), espace 
des classes de fonctions localement sommables sur X! à valeurs dans £}; mais 
4 (£}) et £2, sont tous deux complets, et induisent sur le sous-espace dense £1@! 
la même topologie, donc sont identiques. Pr 

(3) GROTHENDIECK [4], § 5, n° 1, lemme 19, page 169: £1 et £1 sont des espaces, 
complets, et £ est limite projective des espaces de Banach 4, (H compact de X!) 
qui ont la propriété d’approximation. 2 
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Comme T.# est définie par prolongement, la forme bili- 
néaire À : (u, v) > u.(T:+) est la seule forme bilinéaire séparé- 
ment continue sur Ky X ‘AY qui coincide avec 


(u, vy) >T.(u®e)= Meee Diy y) u(x) v(y) dx dy 


sur 9, X 9,. Or d’une part, pour toute we À; et toute ve Ky, 
on a, d’après Fubini, 


(I, 4; 49) 
w.(T:¢) = faut) de J, T(x, y) oy) dy 
= [fase T(, y) u(x) oly) de dy 
= fe (y) dy fs T(z, y) u(x) dz=v.(u:T), 


donc B: (u, v) — u.(T:¢) coincide avec A sur 9, X D,; d’autre 
part, cette forme bilinéaire B est séparément continue sur 
KZ x KP, car, poury e Ky, T: vest dans £2, et, pour toute we Nat 


u:T est dans {!. On a done bien A=B, et T:¥=T-v. 


Remarque. — Supposons que Te, ait en outre la pro- 
priété suivante : 

T est semi-compact en y; et, pour tout compact H de Le 
Jal T (2, y)|da est borné pour y e Y”. 

Alors T est dans {<9}, et, pour toute ue Ky, T(u) meet ail) 
est dans K;: en effet u.T est dans 4), a un support compact, 
et, si H est le support de u: 


(I, 45 50) |(u-T)(y)|<|u(a) |r sup JulT (es wide 


Alors la proposition 26 (où les rôles de x et y sont échangés, 
et où l’on remplace À, par 4, et 46, par Hy, ce qui est permis 
puisque À” vérifie la propriété ec) montre que 


Tee Vy 


T est donc continue de KZ dans AF. En outre ‘T est une appli- 


cation continue de 4, dans #. 
Cette application peut toujours s’écrire #—T: #, avec 


(T: v)(x) — at T(z, y)s(y) dy. Soit en effet H un compact 


CRE 

de X'; le support de T coupe H x Y" suivant un compact H x K, 

K compact de Y”; alors T(z, 9) v(ÿ) est mesurable, et 
8 
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fray {alTz, y)eQide<+ 2, done T(à, 9) (9) e Li: 
alors {,, T(z, y)¥(y) dy a un sens pour presque toutes les 
valeurs de x et représente une fonction T : » e {,; de plus 


(I, 45 54) ful(Te 0)(2))de<(sup falT(m #)ldæ) fale)idy, 


done »>T: y est continue de { dans £1; »+T-» et »>T:¢ 
sont continues sur Let coincident sur #;, dense dans £,, donc 
partout sur 4}. 


Composition des noyaux au sens de Volterra ('). 


Proposition 34. — Soient X', Y", Z’, trois espaces eucli- 
diens, Sry, 6 Digs (1 ge @ Des deux noyaux. Supposons qu’il 
existe au moins un espace de distributions normal hi, sur Y” 
(non nécessairement quasi-complet), tel que 


SeDG(K,), Tef,8. 


Alors il existe un noyau et un seul SoT e Ÿ, ., appelé produit 
de composition de Volterra de 5 et T relativement à l’espace %,, 
tel que 


(I, 4, 52) SoT—ST(), ou  (SoT).w—=S.(T.w), 


(1) Cette composition a déjà été sommairement étudiée dans Scuwarrz [6], 

n° 8 (théorème IX, X, XI). 
=— > = à > — > > F, 

(?) Ces résultats, SOT =‘So'T et SoT=ToS sont évidemment assez choquants, 
et indiquent que les notations ne sont pas bonnes. Pour avoir de bonnes notations 
partout, il aurait fallu changer beaucoup de notations déja bien établies en mathé- 
matiques : 

1° Écrire les opérations initiales par des flèches de droite à gauche, et les trans- 
posées par des fléches de gauche a droite: 

v u 5 ou t t £ tu st 
C= B ~<A d'où Ua A, et C! + B/ + A! d'oùC’ “> A’. Une fonction quelconque f 
devrait alors s’écrire f(x) < a. 


. . . mm 
2° Une distribution T sur R" à valeurs dans E étant une opération E < 9, devrait 


définir un élément de E <9’ et non 9’'(E) ou 9'cE; ‘T serait toujours l’opération 
Ei > 9. 

3° En conservant la régle de la page 92, permettant d'identifier les espaces qui 
ne changent pas l’ordre des variables, on identifierait Te D! , à Ts DieD}, définis- 
sant l’opération D/, < 9,; T serait alors l’opération T-» < p. Dans ces conditions on 
identifierait ‘Te ®},, à ‘T € DD, définissant l'opération u > u.T ou “T.u < u, 
nee Pi Ds > Dy ou D; < D; (changement de l’ordre de x, y, ou du sens de la 

che 

4° SoT serait défini par SOT = 8° T ou ‘SoT = ToS, us (SOT) = (u-S)-T, et 
(SoT) +w = S-(T-w). La formule intégrale (I, 4; 54) serait conservée. 

C’est la non-adoption de 1° en mathématiques qui est le péché originel. 
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pour toute w e Ÿ,, ou 

fT 4: ah, Sol =e Des, ou u»(SOT)=(u-S).T, 
pour toute we Ÿ.. 

SoT ne dépend que de S et T, non de XK,, si À, a la propriété 
d@approximation par troncature et par régularisation; on dit 
alors que S et T sont composables. 

Si S et T sont 2 fonctions localement sommables, S semi- 
compact en y, et si, pour tout compact H de X', .1S(æ, y)| dx est 
borné pour ye Y”, alors S et T sont composables, So T est une 


fonction, donnée pour presque toutes les valeurs de x et x par Pin- 
tégrale 


(I, 4; 54) (SoT)(a, 2) = [yn Sle, y) Ty, 2) dy. 


Si #,, M,, sont des espaces de distributions normaux (quasi- 
complets), et si À, est quasi-complet, (S, Tt SoT est l’applica- 
tion bilinéaire canonique (‘S, T) — (S ® I) T de 


L.(K,: 26,) x (Ky eM) 


dans #%,<W., hypocontinue par rapport aux parties équiconti- 
nues de “(Ki,; d6,) et aux parties compactes de KyeM,; su À, 
a la topologie y, (S, T) — SOT est une application bilinéaire 
de (H#,¢(Hy).) X (Hye MC) dans R,=M,, hypocontinue par 
rapport aux parties compactes. 

On a en effet T e{(9,; Ky), donc aussi Te t(D), ((K,)c)e) 
(remarque, page 36, appliquée à L = ®;, M= Ky), et 


Be M(H); D), done BoTeD,; D), 
et il existe bien un noyau et un seul SoTe,. tel que 
Sot ='S»oT, ce quiest (I, 4; 52). 
De méme 


SD: (K,)), Te: D), donc ToSeLD,; D); 


c 


cette application est transposée de So'T e4(9,; D), done on 

a SoT=T>°S, ce qui est (I, 4; 53). = 
A priori SoT dépend non seulement de S et T, mais de 

l'espace #, considéré. Nous allons voir qu’il n’en dépend pas, 
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si À, a la propriété d’ approximation par troncature et régu- 
SELON, Soit (%),212,., une suite de fonctions de 9, 
tendant vers 1 dans & en restant bornée dans 8; soit (py)y—1,2,.... 
une suite de fonctions > 0 de 9, de supports tendant vers l’ori- 
gine pour y—> oo, et telles que tee e,(x) da = + 1. Alors on a 
(I, 43.95). dew hm (lim (oy * (T-#)))), 


Y>o 
la limite étant prise dans K,, donc a fortiori dans la topologie 
affaiblie o(K,; K,); mais ‘S continue de ((K,)) dans D,, est 
continue pour les topologies affaiblies o(K,, H)) et o(D2, D,), et 
par suite on a, la limite étant prise pour la topologie o(D,, 9,) : 

(1,4; 56) (SoT).w— lim (lim (S-(a1(8,+(T-w))))). 

Or, pour v et À fixées, æ1(9,*(T:w))e®,; donc son image 
par ‘S est connue dès que S, T, w, sont données, indépendam- 
ment de Ky; et il en est de même de la limite faible dans 9, 
quand À puis y tendent successivement vers 0. Alors SoT est 
connu comme noyau de 9, ., pour S et T données, indépen- 
damment de Ki, Mais naturellement cela ne signifie pas que 
deux noyaux S et T puissent toujours être composés; ils le 
peuvent s’il existe un espace tel que hy, et alors SOT ne dépend 
pas de cette espace s’il a la propriété d’approximation par 
troncature et régularisation. On dira alors que S et T sont 
composables, et on parlera de SoT sans spécifier Ky. 

Supposons que S et T soient des fonctions (localement 
sommables), 5 semi-compact en y, et que, pour tout compact 


H de X!, falS(a, y)|dx soit borné pour ye Y”. On sait que 
Teed ce, et que SeLeñ; cMeñ; (proposition 33 
et remarque qui la suit), donc S et T sont composables 
(avec Ky= 4, (Ky. = Ay), et de plus SoTe (KZ; L) et 
SoTef(K?; £). Nous allons voir que SoT est même une 
fonction, SOTe{,.,, donnée par (I, 4; 54). 

Soit en effet we RP; on sait que T-w est donnée, pour 
presque toutes les valeurs de y, par 


(I, 4557) (T-#)(y) = fn Ty, 24 (2) dx. 


Alors T.# <4; d’après la remarque qui suit la proposition 
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33, S.(T.w) est donnée, pour presque toutes les valeurs de x, 
par 


(I, 4,58) (S.(T.w))(x) = fa S(x, y)dy fin Ty, 2)w(2) dz. 


Soit H un compact de X'; alors il existe un compact K de Y”, 
tel que S(z, y) = 0 pour we H, y&K, puisque S est semi- 
compact en y. Soit d'autre part L un compact de Z". La fonc- 
tion S(z, y) T(y, 2) est mesurable; on a 


ThexrlT@ aldydz [,|S(a, y)|\da<+oo, 


e 


puisque la dernière intégrale est supposée bornée et que T est 
localement sommable; donc S(%, ÿ)T(ÿ, 2) est sommable sur 
H X K x L ou H x Y”" x L; alors, d’après le théorème de 
Fubini, |,,S(x, y)T(y, z) dy a un sens pour presque toutes les 
valeurs de x, z, et représente une fonction N localement som- 
mable de x, z. De plus, S(z,. y)T(y, Z)w(3) est aussi sommable 
sur H x Y" x Z", de sorte que |{ {ym S(, Y)T(y, z)w(z) dy dz 
a un sens pour presque toutes les valeurs de x. Si, pour un x 
déterminé, cette intégrale a un sens, celle du 2° membre de 


(1, 4; 58) en a aussi un, et elles sont égales; et elles sont alors 
aussi égales à 


(I, 459)  [w(2) dz fom S(@, y)Tly, 2) dy. 


Finalement, on voit que (So T)-» est une fonction, donnée 
pour presque toutes les valeurs de x par 


(I, 4; 60) ((SoT)-#)(x) = |,,N(a, 2)w(z) dz = (N-w)(x), 


de sorte qu’on a bien SoT=Ne4%,.. 


Naturellement, si S et T sont des fonctions, il y a bien 
d’autres cas que celui que nous venons de traiter, pour lesquels 
S oT est une fonction donnée par (I, 4; 54) (ne serait-ce que le 
cas obtenu en changeant les rôles de S et T); nous n’avons 
voulu ici que donner un exemple des difficultés qui se 
présentent: il ne s’agit pas seulement de montrer que 


ne S(x, y)T(y, z) dy a un sens pour presque toutes les valeurs 


de x, z, et représente une fonction localement sommable de a, 
z, mais que S et T sont composables au sens indiqué 1c1 
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(avec un espace Ji, ayant les propriétés voulues), et que SoT 
est donné par Lirfiégrale ci-dessus. 


Soient maintenant Se {(K,; 96,) < d6,e (K,).. D’après la pro- 
position 1 du § 1, on peut définir une application linéaire 


continue S@ I de R,elt, dans 46,e, (I, opérateur identique 
de MM); on a bien évidemment ('S ® I) Tis So Tone 
TeX,<,, d’après la remarque 1° de la page 35, puisque cela 
revient à dire que So Tol = SoT. Le corollaire 3 de la 
proposition 2 du $ 1 (valable lorsque les espaces 46, +, A, 
sont quasi-complets) montre alors que (‘S, T)—S oT est une 
application bilinéaire de £(XK,; 46,) X (Kye M,) dans 96,e., 
hypocontinue par rapport aux parties équicontinues de {(4i, ; 46.) 
et aux parties compactes de ,eM,. On peut modifier de diverses 
façons ce dernier résultat. Supposons toujours T e Ji,< W,, mais 


seulement Se«4d6,«¢ (h,), ce qui entraîne $ e 4(((,).)b5 46), 
mais non nécessairement Sex, ; H,). On a quand même 
Se 4((2.),; (X,):), Te 4((5,); M), donc ToS e 4((46,).; I. ), et 
par slits So Te He M,. sa converge vers 0 dans 4,e(%,), 
S converge vers 0 dans 4.((#, Jes (My) e) 5 si alors T parcourt 


une partie compacte de At, < M,, T parcourt une partie équi- 
continue de {{(R,).; M.) (corollaus 1 de la proposition 4 du § 1), 


done ToS converge vers 0 dans 4.((#,)/; M.), et par suite 
So T converge encore vers 0 dans 46, € M... Mais si T converge 
vers 0 dans Aye N., 'T converge vers 0 dans LM); Hy); et si 
S est un élément fixe de d6,<¢ (Ky), tel que ‘S, continue de 
((K,),), dans J6,, ne soit pas continue de %#, dans 62, i T ne 
convergera pas nécessairement vers 0 dans 4.((N.),; d6,), et 
par suite So T ne convergera pas vers 0 dans 46, ¢ Nt. 

Donc (8S, T)—SoT est une application bilinéaire de 
(36e (R,)) X (Hye M.) dans 4H, M,, mais on ne peut pas afirnes 
on st spinon soit séparément continue. 

i a la topologie y, alors ((%,)!)i = h age 17), 
CARRE iH 2) dO, & (Re tots de ‘i vik Sop à $ 1 i 
et lapplisation bilinéaire ci-dessus est hypocontinue par 
rapport aux parties compactes de 36, (X,); (qui sont des parties 
équicontinues de A(CR y)ele3 46) = LR; 36) d’après le corol- 
laire 1 de la proposition 4) et de K, < M. | 
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Remarque. — 19 S'il existe un espace normal <i, tel que 
Se Die(K,),Te,eD', on peut définir SOT même sich, n'a 
pas la propriété d’approximation par troncature et par régula- 
risation; les propriétés d’hypocontinuité de la proposition 
restent exactes; mais SoT, pour S et T données, peut alors 
dépendre de l’espace ‘i, considéré. Toutefois, pour affirmer 
que SoT ne dépend que de S et T, il est beaucoup trop res- 
trictif de supposer que ‘i, a la propriété d’approximation par 
troncature et régularisation. Il suffira par exemple de savoir 
(voir la démonstration page 116) que, lorsque ze converge 
vers 1 dans & en restant bornée dans @, et lorsque ¢¢9% 
a son support convergeant vers l'origine tandis que p > 0 
et que Jr ? (y) dy converge vers 1, les opérateurs de multipli- 
cation [a] et de régularisation {9} convergent vers I dans 
£.((Ky)o3 (R,)4), où 4, est la topologie de la convergence simple, 
et où (Ji,), est l’espace K, muni de la topologie affaiblie 
o(di,, Hy). | 

20 Supposons que f, soit un espace de distributions normal, 
et que Se 8%, Te(i,) 8 9. Alors, en passant aux 
noyaux symétriques, on pourra montrer, en appliquant la 
proposition 34, l'existence d’un noyau SoT="(To"S). Ce 
nouveau noyau est indépendant de l’espace 4, si celui-ci a 
la propriété d’approximation par troncature et par régulari- 
sation, ou la propriété plus faible signalée à la remarque 1°. 
Si S et T sont composables au sens de la proposition 34, relati- 
vement à un espace ‘h,, ils le sont au sens symétrique indiqué 
ici, relativement à 4,= (K,)i, et le produit de composition est 
le méme. Si en effet 

SeD,@ (K,)., Teh, ® 9: 
alors 
Se D,@4,, Te (4,8 9: 
avec £, = (K,), (voir remarque page 36), et on a, d’après les 


c 


formules (I, 4; 52 et 53) : 
(UT o°S) _ Fos =F. S=TS=SoT 
ou °°T ofS) =SoT. 
Les propriétés d’approximation par troncature et régulari- 
sation pour ‘, et pour 4, ne sont pas équivalentes, mais les 
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propriétés plus faibles indiquées à la remarque 1° sont équi- 
valentes, car u—>‘u est un isomorphisme topologique de 
LR )es (,)) suret, (6) La) 


Associativité du produit de Volterra. 

Soient X!, Y”, Z", U”, des espaces euclidiens, et Re D,,, 
SeD,.,, Te®!,, 3 noyaux. Il peut fort bien arriver que les 
2 produits de composition (RoS)oT, Ro(SoT), aient un sens 
et soient inégaux, ou qu’un seul d’entre eux ait un sens (’). 

Mais supposons qu’il existe des espaces de distributions 
normaux ‘+i,, M,, tels que 


ReD,@(K,), Señ,e(m), Tem, 69, 


alors on peut définir d’emblée un produit RoSo Te, ,, rela- 
tivement a hi, M., par: 


(I, 4; 61) (ROSoOT)-w=R-(S-(T-w#)) 
pour toute we9,, ou 
(I, 4; 62) u-(ROSoT)=((u-R)-S)-T 


pour toute we %,. 

Si À, et M, vérifient la propriété d’approximation par tron- 
cature et régularisation, ou la propriété plus faible de la 
remarque 1°, page 119, ce produit dépend intrinsèquement de 
R,S, T, et non de #, et M. 

D’autre part, on a dans ce cas 


(1, 4563) RoSoT=(RoS)oT=Ro(SoT) 


(associativité), chacun des produits ayant un sens intrinséque, 
indépendant de Ky, et M,. 

Nous laissons au lecteur le soin d’étendre le résultat a la 
composition d’un nombre fini de noyaux, et d’établir les pro- 
priétés d’hypocontinuité d’un tel produit. 


Exemptes. Proposition 35. — Le produit de composition 
de Volterra de plusieurs noyaux a un sens, si tous ceux qui sont 
à droite de l’un d’eux sont semi-réguliers à gauche, tous ceux qui 
sont à gauche semi-réguliers à droite, aucune hypothèse de régu- 


(‘} Voir exemples de noyaux de multiplication ou de convolution: Scawarrz [4] 
formules (V, 2; 9 et 10), et [5], formule (VI, 5; 3). 
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larité n'étant faite sur ce noyau, et si, en même temps, tous ceux 
qui sont à droite de l’un d'eux sont semi-compacts à gauche, tous 
ceux qui sont à gauche semi-compacts à droite, aucune hypo- 
thèse de compacité n'étant faite sur ce noyau. En particulier, ul a 
un sens si tous les noyaux sont réguliers, sauf un au plus, et tous 
compacts, sauf un au plus. 

Si tous les noyaux sont réguliers (resp. compacts), et tous, 
sauf un au plus, compacts (resp. réguliers), le produit est régulier 
(resp. compact). 

Si tous les noyaux sont réguliers, et l’un d’eux régularisant 
(resp. si tous sont compacts, et l’un d’eux compactifiant), et si en 
même temps tous, sauf un au plus, sont compacts (resp. réguliers), 
le produit est régularisant (resp. compactifiant). 

Soient en effet X™, X=,... X" des espaces euclidiens, et soient 

Te Des. 49 pee Lo, ©. Lien 

Supposons, pour fixer les.idées, T,, T,,,, ..., T,_;, semi-régu- 

liers à gauche et semi-compacts à gauche, T,_, semi-compact à 


gauche sans hypothèse de régularité, T,, T;.,, ..., T,_,, semi- 
réguliers à droite et semi-compacts à gauche, T,_, semi-régulier 
à droite sans hypothèse de compacité, et T,, T,, ... T,_., 


semi-réguliers à droite et semi-compacts à droite. Alors 
T,oT,o...0T,_, a un sens intrinsèque et est associatif, grace 
à une chaîne d’applications linéaires continues : 


1 / 
D> De Dag cy Deg Blinn lpg Pe 


af / / J ! / 
— 6 > Bay > Da, Danser De, 


(voir démonstration de la proposition 31 et remarque qui la 


suit). | 
Si, au lieu de cela, nous supposons T, ; semi-régulier à gauche 
sans hypothèse de compacité, T,, T,.;, --- T,_,,semi-compacts 


à droite et semi-réguliers à gauche, T,_, semi-compact a droite 
sans hypothése de régularité, et si nous ne changeons rien aux 
hypothèses relatives à PPT Ts, ... T,_,, on aura le même 
résultat avec une chaîne d’applications 


Th —1 Th 4 


Dans chacune des deux hypothèses, tous les noyaux d'indice 
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strictement plus grand que l’un d’entre eux sont semi-régu- 
liers à gauche, et les noyaux d’indice strictement plus petits 
sont semi-réguliers à droite, aucune hypothèse de régularité 
n'étant faite sur ce noyau; il en est de même pour les hypo- 
thèses de compacité; la position relative des deux noyaux de 
transition est quelconque (et ils sont confondus si h = k). 

Si en particulier tous les noyaux sont réguliers, sauf un au 
plus, et tous compacts, sauf un au plus (les 2 noyaux excep- 
tionnels ayant une position relative quelconque, et pouvant 
ou non être confondus), on se trouve dans ce cas. 

Supposons maintenant tous les noyaux réguliers, et tous, 
sauf un au plus, par exemple T,_,, compacts. On se trouve dans 
le cas d’une chaîne d'applications 


6 > fey 
Pe at Pee cee ede na D EUR wee +6, 6, , 


donc le produit est semi-régulier 4 gauche; mais on a aussi une 
chaine d’applications 


&,,—> 62, rh sn re | > LEA, 5. G7 — D, , 
1 2 1 


donc le produit est semi-régulier à droite (les 2 chaînes Wines, le 
méme produit, parce que tous les espaces D, 6, 9D’, 6', ont la 
propriété d’approximation par troncature et RD PE PS + 
et par suite il est régulier. On montrera de la même manière 
que si tous les noyaux sont compacts, et tous, sauf un au plus, 
réguliers, le produit est compact. 

En particulier, si tous les noyaux sont réguliers compacts, 
il en est de même du produit. 

Supposons maintenant tous les noyaux réguliers, T,,_., régu- 
larisant, et tous les noyaux compacts, sauf peut-être T, , 
Si h < m, on aura une chaîne d’applications continues 


1 / 2] 
Bb bte DD. 


D, 62. 62, on ue 


(le fait que T m1 applique continuement 6, dans D,,,_, résulte 
de ce qu’il applique 6, dans 6, _ puisque régularisant, et 
dans &, | puisque compact; alors il applique &, dans 
62,98, = D,,_, et Papplication est continue en vertu 


de la proposition 26 ou 27), donc le produit est régularisant. 
Démonstration analogue pour h > m. 


THÉORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 123 


De même, si tous les noyaux sont compacts, l’un d’eux 
compactifiant, et si tous, sauf un au plus, sont réguliers, le pro- 
duit est compactifiant. 


Distributions semi-tempérées, ettransformation de Fourier partielle. 
On dit qu'un noyau Te, est semi-tempéré en «, s’il 
appartient à 
SON OS Q)— 4 (08 
GieD, = 9,0 D, = 19 


T ) 


DIRE TAN 

Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'il vérifie l’une 
des 2 conditions équivalentes suivantes : 

19 L'application u—u-T est continue de ®,, muni de la 
topologie induite par J,, dans D, (parce que D est dense 
dans §, et 9’ complet). 

20 Pour toute v e 9,, T+» est dans J), (propositions 26 et 27). 

Pour toute T semi-tempérée en x, on peut effectuer la trans- 
formation de Fourier partielle %, en x [qu'on peut noter sym- 
boliquement 


(I, 4; 64) T— [exp (— 2iraË)T(x, y) dx e #8 9,; 


cette notation sera justifiée page 134]. 

La transformation précédente n’est autre que §,,® I opérant 
sur ! & ?, (proposition 1 du § 4, et transformation de Fourier 
page 73, avec E= ®,;). | 

Si en outre T est dans SieK,, alors son image de Fourier est 
dans Sred,. 

La formule (I, 3; 13), appliquée a E = 9), donne, pour toute 
UE Se : 

(I, 4; 65) uvS.T—=Su"T 

La formule (I, 3; 14) donne, pour toute 9 € ays 

(I, 4; 66) GT pe — ST" P} 


Soit T une distribution tempérée sur Se es T ef. Elle 
est alors semi-tempérée en %, puisqu'elle appartient même à 
¥, & $/ (proposition 28) ; on peut done calculer sa transformée de 
Fourier partielle #,T, qui, appartient à J; ® Sy done est semi- 
tempérée en y; on peut alors calculer sa transformée de Fourier 
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partielle %,(F,T); le résultat obtenu est simplement sa trans- 
formée de Fourier totale en x, y, car on a 


(I, 4; 67) (I; @ F,) 0 (F, @ I,) = 3,85, 
et il suffit alors d’appliquer la proposition 29. 


Noyaux a valeurs vectorielles. 

Soit E un espace vectoriel localement convexe séparé (non 
nécessairement quasi-complet). 

Une distribution Te 9), ,(E) sera un noyau à valeurs 
dans E. On devra ici distinguer soigneusement la transposi- 
tion ¢ et la symétrie s. La symétrie s: (x, y) —(y, x), isomor- 
phisme de X' x Y” sur Y" X X', définit, par transport de 
structure, un isomorphisme canonique, toujours appelé s: 


T—T, de 9, ,(E) sur 9, ,(E) 


go, 
Un noyau Te 9, (E) définit les opérations suivantes : 


, avec sos= I. 


1° Une application linéaire continue de 9,, , dans E, appelée T 
Sa notation intégrale sera: 


(I, 4; 68) ¢(%, 9)—>T+¢= [fu mT, y)o(a, y)drdyeE, 
pour pe®,, 
Alors la anes ‘T est une application linéaire continue 


de 9,, dans E. 
a transposée 'T est une application linéaire continue: 
e less Ty e'), de E! dans 9,,; alors la he op — a 


est une application linéaire continue: e! tT é), de E; 
dans 9), .. 


2° Une application linéaire continue: u—u-T, de 9, 
dans 9,(E) par 
(I, 4; 69) (u-T).v=T.(u®e), ued, red. 


Sa notation intégrale sera : 


(I, 4; 70) u(ê)— fu T(x, ÿ)u(x) dx e D(E), 
pour ue 9,. 2 
On pourra noter Te 9) (9,(E)) cette application. Alors ‘T 


est sa transposée, reves linéaire continue de (®,(E)): 
dans 9,. 
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3° Une application linéaire continue v—>T.», de D, dans 
DE), par 

(I; 4, 71) (T-»).u=T.(u@v), ue®D, pe, 
Sa notation intégrale sera 


(I, 43 72) 6G) — Jan T@, y)oly) dy © DE) 
pour ve). 
On pourra noter Te D,(D(E)) cette application, car 
> > se 
e-"T=T-». Alors “T est sa transposée, application linéaire 
continue de (9,(E)), dans 9). 
On a toujours : 
etter tae ty — Dé RE A EMEA 
en vertu du théoréme des noyaux (proposition 25). 
D’autre part, on a aussi: 
D!, (D(E)) = £(9,; D,(E)) = De D,(E) = Dz (9D, B). 
Si alors E est quasi-complet, la proposition 7 du § 1 montre 
que tous ces espaces peuvent étre identifiés, et aussi s’écrire 
Di eDi cE =e(D,, D, E), ou (9,99,8 E);, 


parce que 9, et D, ont la propriété d’approximation stricte 
(corollaire de la proposition 3 des préliminaires, et corollaire 2 
de la proposition 11 du § 1). 


De même on a toujours 


9! (E) = (9,2; E) = 9). E = (9, 92) cE, 
DUDLE)) = 4(D,; D,(E)) = Dye DE) = Dye (De E), 


et, si E est quasi-complet, tous ces espaces sont identiques, et 
identiques a 


9) 2D cE =< (9, D, E) = (9,09, E), 
et alors la symétrie s permet de passer de la première catégorie 


d’espaces a la seconde. 

De plus, toujours si E est quasi-complet, D;, y(E) De Dek 
n’est autre que l’espace des applications bilinéaires de D, x ®, 
dans E, hypocontinues par rapport aux parties bornées, muni 
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de la topologie de la convergence uniforme sur les produits 
de parties bornées de ®, et ®, (corollaire 2 de la proposition 43 
avec L, = 9), Ly= 9), M= 4B), : 

Enfin rappelons que, si 4, et Ji, sont des espaces de dis- 
tributions, on a les identifications et isomorphismes suivants 
(si E est quasi complet) : 


(46,,¢ K,) ¢ E = H,¢ (Ke E) ~ (Kye 6,)e E = HK, ¢ (6, ¢ EB), 


l’isomorphisme étant la symétrie s. 


$ 5. Distributions sommables. 


Rappelons d’abord quelques propriétés, dont nous nous 
servirons désormais sans référence dans tout ce paragraphe. 

Le dual de l’espace #° des fonctions indéfiniment dérivables 
sur R", convergeant vers 0 à l'infini ainsi que chacune de leurs 
dérivées, est l’espace Dy des distributions sommables sur R". 

Il pourra être muni de la topologie (9:;.), de la convergence 
uniforme sur les parties compactes de $° (auquel cas son dual 
est %), ou de la topologie forte (D;:),, que nous noterons sim- 
plement Dr. Le dual de Di, ou bidual de #', est l’espace $ des 
fonctions indéfiniment dérivables sur R’, bornées ainsi que 
chacune de leurs dérivées. ® peut être muni de la topologie 
forte de dual de 9%, que nous noterons simplement $, ou de la 
topologie %.{') de la convergence uniforme sur les parties 
compactes de (D): (Di) = BR. BH n’est pas un espace de 
distributions normal, et son dual n’est pas un espace de 
distributions; mais 8, est strictement normal et a pour dual Diu. 
Toute partie bornée de 8 est contenue dans l’adhérence, pour 
la topologie o(%, ®;;), done pour la topologie %,, d’une partie 
B-bornée de Dc RK (par troncature), donc $° est un espace de 
Fréchet distingué, et Dj, est bornologique et tonnelé (’); 
alors toute partie bornée de % est équicontinue sur ®,. La 
topologie de Di, est indifféremment celle de la convergence 
uniforme sur les parties bornées de &° ou de 8. 

Les parties bornées de 8, sont identiques aux parties bornées 


(1) L'espace %, a été étudié systématiquement dans Scuwarrz [1], pages 99-102. 
_ () Groruenpteck [2], théorème 7, page 73. | 


Bite ere 
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de $& (car les parties bornées de $, sont a fortiori bornées dans 
o(®; Dr); mais Dj, est complet comme dual de l’espace de 
Fréchet %', et, dans le dual fort 8 de l’espace complet D;, toute 
partie faiblement bornée est fortement bornée (')), donc 
équicontinues sur D, et par suite relativement compactes 
dans (Di) = &, d’après Ascoli; alors, sur ces parties bornées, 
la topologie est identique à la topologie plus faible induite 
par & (ou 9’), et (8) = Du. 

La dualité entre Dj, et 8 peut se définir par l’intégrale 


(T, Te) = fen Ta) 9(2) de. 

L’intégrale Tap fur = T(1) est une forme linéaire continue 
sur Dy. (puisque À e R= (Dj.)'), mais discontinue sur (Dis)es 
puisque 1 & 8° = ((D;,).)'. 

® et ® sont des espaces de Fréchet. &# a la propriété 
d’approximation par troncature et régularisation (corollaire 
de la proposition 3 des préliminaires), donc est strictement 
normal et a la propriété d’approximation stricte, et (Di,), a les 
mêmes propriétés (corollaire 1 de la proposition 4 des préli- 
minaires). 

Ensuite 9%, a la propriété d’approximation par troncature 
et régularisation, donc est strictement normal et a la propriété 
d’approximation stricte, et 8, a les mêmes propriétés, d’après 
la même suite de raisonnements. (®i.), et , ont la propriété (se) 
(voir pages 54 et 56). Enfin #°, 8, (D1)., Dis, 8. sont complets (oh 
La proposition 8 du $ 1 montre alors qu’une application linéaire 
de &, dans un espace localement convexe M, dont les restrictions 
aux parties bornées de @ sont continues pour la topologie induite 
par 6, est continue. 

Les espaces identiques ou isomorphes 


(D)(E) = (Dre &eE () = (8; E)() RACE: (is)e) 


(‘) Dreuponné-ScawanrTz [1], proposition 7 page 73, et Boursaki [2], pro- 
position 1 page 86. 

(2) 8° et B sont des espaces de Fréchet, Da est le dual fort d’un Fréchet, (Dis)e 
et & sont des duals d'espaces bornologiques, munis de la topologie de la convergence 
uniforme sur les parties compactes (BouRBAKI [2], exercice 18, page 37. Voir aussi 
Scawarrz [1], page 101). - 

(8) Corollaire 1 de la proposition 11. 

(*) Proposition 13 du § 2. 
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ne sont que d’un intérêt limité; car l'intégrale d’une distribu- 
tion appartenant à de tels espaces n’aura pas de sens. Plus 
précisément, Si Te 4(%"; E), sa bitransposée “T sera une appli- 
cation linéaire continue de (%°)" = 8% dans E”, et on pourra 
poser eal = “T(1) e E”, Il n’y aura aucun espoir de pouvoir 
remplacer E” par E; car si nous prenons pour E l’espace & 
lui-même, et pour T application identique de 8%’, alors wp 
est l’application identique de 8, et alors ="? — 1e 8 mais ¢ K’. 

L'espace Di: a la propriété d’approximation stricte, donc 
Du(E) = Pui8.EZL(E; Du). Mais il ne possède pas la pro- 
priété (c): si une distribution T a valeurs dans E est scalai- 
rement dans Dy, elle est dans (Dj;).(E) et non nécessairement 
dans ®,(E) qui est plus petit [si nous reprenons l’exemple 
ci-dessus où T est l'application identique de 8’, 'T est lappli- 
cation identique de D, elle n’est pas continue de E; = (Dr). 
dans 9 Donc T est scalairement dans Dis, mais non dans 
Du(E)]. Malgré ce désavantage, c’est bien ®iu(E) l’espace 
intéressant, sur lequel on peut définir l’intégrale. 


DÉFINITION. — On appelle espace des distributions sommables 
sur R", à valeurs dans E (non nécessairement quasi-complet), 
l’espace topologique 


u(E) = Dick a £.(B,; Dis) (*)s 


C’est aussi l’espace £,(%,; E); st E est quasi-complet, c’est 
le sous-espace de D'(E) formé des applications continues sur les 
parties &-bornées de D munies de la topologie induite par &. 

La fin de la définition se voit immédiatement : on a en effet 
Due E = L((Duk; E), mais (Du). = BR, et les parties équi- 
continues de (1) sont les parties bornées de 8 ou &,, 
puisque D, est tonnelé. D’autre part, soit T une distribution à 
valeurs dans E, dont la restriction à toute partie 8-bornée B 
de D soit continue pour la topologie induite par & donc par &.. 


Si E est quasi-complet, T se prolonge en une application 
continue, de B, adhérence de B dans 8%, dans E. Comme 
toute partie bornée de $, est contenue dans l’adhérence d’une 


(‘} Nous appelons ici sommables les distributions que nous appelions stricte- 
ment sommables dans Scuwarrz [2], exposé 21, définition 8, page 5. 


Ree > 
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= 10] , à En . 
partie $-bornée de 9, T se prolonge finalement en une applica- 
tion linéaire de #&, dans E, dont les restrictions aux parties 
bornées de ®, sont continues, donc continue, et Te; E). 


Dérrinition. — L'intégrale 1e T= fan T(x) dx de Te Du(E) 
(E non nécessairement quasi-complet) est l'élément T(1) de 
E(1 e &,). 

Proposition 36. — L'intégrale, application linéaire continue 
de ME) dans E (E non nécessairement quasi-complet), est 
l'application i @ Ip de Due KE dans CEE=E. 

St ¢ est une application linéaire continue de E dans F (non 
nécessairement quasi-complet), alors o(T) e Di (F), et 


(I, 5; 1) fre D) = 0 fr). 
En particulier, pour tout e cE: 
(I, 5; 2) Je T2) = (Jan Ts €) 


Le fait que l'intégrale et l’application fr ® I; coincident 
est trivial (remarque 1°, page 35 du § 1). 

Le fait que o(T) = (Li, ® »)(T) e 9,,(F) résulte de la propo- 
sition 1 du § 1. D’après la remarque 1° de la page 35, on a, 
pour toute Te LR; E): 9(T) = voTe {(R.; F); on en déduit 
foe lT) = 9» T(1) = p {pal ce qui est (I, 5; 1). 

Remarque. — Soit T une distribution scalairement sommable. 
Comme (X1:), a la propriété (e), ¥ appartient, si E est quasi- 
complet, à (D1.).E = {8'; E). Alors sa transposée T est 
continue de E; dans (®i.)., mais aussi de E; dans (D), = Du; si 
dans E les parties bornées sont relativement compactes, en 
particulier si E est un espace de Montel, E, = E;, donc 
TeLE; Du), et T est sommable. 

Nous pouvons maintenant compléter ce que nous avons dit 
page 72. 

Proposition 37. — Soit 4 un espace de distributions normal 
(non nécessairement quasi-complet), tel que tout a e d& sout un 
multiplicateur (‘) de #, dans Dy. Alors, pour toute Te &,(E) 


(!) Voir page 69. 
9 
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(E non nécessairement quasi-complet), aT est sommable, Tilak 
est continue de #,(E) dans Di, (E), et l’on a 

(I, 5; 3) T (ahaa eo) 

Remarquons d’abord que « est multiplicateur de #4, dans 
D, si et seulement s’il est multiplicateur de ®, dans # (par 
transposition, si « est multiplicateur de &, dans 46, il est multi- 
plicateur de 46, dans (8,), = Du; si est multiplicateur de #, 
dans D;, il est multiplicateur de (Dj:); = 8. dans (#,)., done 
a fortiori dans 46). 

Alors « est multiplicateur de #4,(E) dans ®(E), de sorte 
que, pour toute Te44,(E), «T est bien sommable. On a, 
d’après la formule (I, 3; 6), pour toute 9 e &,, 

(1, 55 4) T (ag) = aT (9), 
le premier membre ayant un sens parce que ap e H = (46) 
et Tef((36); E), et le deuxième parce que 9¢8 et 
aT e Dy, (E) = £(8,; E). 

En faisant 9 = 1, on obtient (I, 5; 3). 


CoroLLAIRE. — Soit E quasi-complet. Si Te D'(E) est sca- 


lairement dans Dir, 1 << p<, et si ue Due(— _ es = 1) 
P P 


pour p#1,axe% pour p = 1, alors aT est sommable, et T— oT 
est continue de (Dyp),(E) dans Di(E). 

a Comme en effet (Dir), a la propriété (£) (exemple, page 54), 
T est dans (Di»)(E). Mais la multiplication par « est une 
application linéaire de ®, dans 9;», pour p~1, dans & 
pour p = 1, continue sur les parties bornées de 8, (comme on 
le voit trivialement, parce que, sur ces parties, la topologie est 
induite par &), donc sur %,; alors a est un multiplicateur de 
(Dre). dans Du, et par suite de (Di).(E) dans (Di,)(E). 


Distributions partiellement sommables en x. 


Dérinition. — Une distribution T e 9, ,(E) est dite partiel- 
lement sommable en x, si elle appartient à 


(Disc De E = (D1).(9,(E)) = ((Dis)2 8 D,)(E). 


ag les 
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L'intégrale partielle en x, notée T > ja T(a, y) dx, est l'opération 


linéaire continue fe Inn) de (Du)(Dy(E)) dans DE), c’est 
aussi l’application Lu @1,@ Ir de (D),eD,eE dans De E, ou 


l'application 1,® [de De ((D1),(E)) dans De E. 

Si E est le corps des scalaires, on remarquera que 9, est un 
espace de Montel; donc (remarque, page 129, en y remplaçant E 
par Ÿ,) une distribution Te 9), , est partiellement sommable 
en 2, si et seulement si elle vérifie l’une quelconque des condi- 
tions équivalentes suivantes : 

1° u— u-T est continue de ®,, muni de la topologie induite 
par 8,, dans 9}; 

2° Pour toute ve ®,, T-¢ est dans (®i;).. 

Dans ces conditions, l’intégrale en x peut être définie par 


(1,555)  fmo(y) dy fer T(a, y) de = f(T) 
= de dx }ym T(x, y)e(y) dy, pour toute ge, 


Cette notion d’intégrale partielle permet d’écrire commodé- 
ment beaucoup de formules. Par exemple: 

1° Opérations intégrales définies par les noyauz. 

On désire pouvoir écrire, pour ueD, et TeD,,, u-T 
suivant (I, 4; 7): 


(u-T) = fuu(x)T(x, ÿ) de. 


Le produit multiplicatif u(z)T(z, ÿ) est dans &,@9,, donc 
partiellement sommable en z, et le second membre a bien un 
sens; cette formule est un cas particulier de (I, 5; 3) pour « = u, 
M0 .etE-.9 

On a une écriture analogue (I, 4; 4) pour T-», ce qui permet 
d’écrire la formule (I, 4; 6). Nous avions à ce moment déjà 
justifié ces écritures, parce que seul &(E) et non dE) inter- 
venait. 

2° Convolution. ; 

Soient S et T deux distributions sur R”". On peut définir le 
produit S(z— y)T(y), sans aucune condition sur S et T, 
comme image du produit tensoriel S(£) ® T() parle changement 
de variables 


aso Bret} ow 25 


132 LAURENT SCHWARTZ 


Autrement dit, par définition, si ue D,, » e 9, : 


(57 f frnscre S(O—y) Ty) ua) oly) de dy 
= J Jarscue (S(E) ® T(n)}u(E + n)o(n) dé dn, 

égal, d’après Fubini ('), a: 

(I, 5; 8) fon T(n)o(n) dn fan SE)u(E + 4) dé = (S*u)T- 
de sorte que, en tant que noyau, S(&— y)T(y) vérifie 

(Lj; 9) u-(S(% — ÿ)T(ÿ)) = (S*u)T. 

On voit alors aisément que, dans tous les cas classiques où la 
convolution a un sens, cette distribution 5(— y)T(y) est par- 


tiellement sommable en y, et que son intégrale en y est le pro- 
duit de convolution : 


(1; 5; 10) SxT = {,,.9(@—y) T(y) dy. 


Prenons, par exemple, Se 9’, T e 0c. 

Pour vérifier que S(z—y)T(y) est sommable en y, nous 
devons vérifier que, pour toute wue®%,, la distribution 
ue (S(à—ÿ) T(ÿ))=($+u)T est sommable. Mais S +u est le 
produit d’un polynome par une fonction appartenant à 8 ; comme 
T < 0b, le produit (S*w)T est aussi dans 0¢ donc sommable; et 
l’on a même, par conséquent, 5(%— y) T(y) e D. & (Oc),. 

Soit S fixé, et u borné dans 9,; alors S«u est le produit d’un 
même polynome par une fonction qui reste bornée dans 8; si 
alors T converge vers 0 dans 0%, ($+u)T converge vers 0 
dans Oc. Autrement dit, T—S(%— 4) T(y) est continue de 
Og dans D, ® (Oc), = £(D,; (Oc)y); done T— |,,5(%— y)T(y) dy 
est continue de ol dans 9’. Mais T—S«T est continue de 0% 
dans §” donc a fortiori dans 9’; et ces 2 applications coinci- 
dent visiblement pour T e D dense dans Og (formule (I, 4; 26), 
tee ne v), donc pour T e ® quelconque, ce qui prouve bien 

Nous laisserons au lecteur le soin de montrer que 
(S, T)—S(&—ÿ) T(y) est même une application bilinéaire de 


() Scawarrz [4], chapitre 1v, § 3, théorème IV. 


THÉORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 133 


§' x Oc dans #, @ (06), hypocontinue par rapport aux parties 
bornées (°). 

30 I ntégrales de Fourier vectorielles. 
A Soit _U eS(E). Montrons que son image de Fourier 
V=SUed;(E) peut s’écrire : 
(ls: 44) V(é) = ibs exp (— Qina=)U (a) dz. 


Nous montrerons d’abord un lemme: 


Lemme: exp (— 2in%) e 9,89; et e 5,84. 
Il suffit de montrer la premiére propriété. Pour cela, on 
remarque que, si 9 e 9, l'intégrale 


(I, 5; 12) [exp (—2ind)o(@) dé = exp (—2inat) + 9 


représente FoeS,, et que 9 —> Fo est continue de Y;, muni 
de la topologie induite par J, dans %,, done on a bien 
‘(exp (— Dir£)) e LS; $,), done exp (— 2in#) e 9,8 I. 

Remarquons que, si l’on identifie §,@5: à AS; %%), Pope- 
ration définie par le noyau étudié est la transposée de %, c'est 
donc encore #: 


UU = V = U-exp(—2ir#i). 


La propriété (I, 5; 11) résulte alors, dans le cas scalaire 
E = C, de la proposition 37: on pose 
dk = S,, J, = 9 ,, E = 9, 
T = exp (— 21722) e 46,(E), a=Ues, =H. 


Le produit aT est sommable en x, et son intégrale est Tea = JU. 
Il suffit seulement de vérifier: a) que la proposition 37 s’ap- 
plique. La multiplication [a] est bien continue de ¥ dans D 
et même dans 0, puisque « = Ue’, ce qui permet de mon- 
trer que exp (— 2inzt)U(%) est non seulement dans (Disa Fe, 
mais même dans (0c), ® %; 

b) que le produit multiplicatif défini par la proposition 37 
coincide avec celui qui est défini ici. Ce dernier est le produit, 
dans Dr, de exp (— 2in#?) e 6,,; par U(#) = U(&) ® 1(E) e D, ¢. 
Mais la multiplication [U,] de &, dans ®, est continue, et la 


(!) Consulter, pour toutes ces propriétés, Scuwanrz (5), chapitre vir, notamment 
théorèmes VI, IX, XI. 
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multiplication par U(%)@1(£) est l’opérateur [U.]@ I: sur 
6, ® &. La nn de la proposition 37 est l’opérateur 
[a] ® Ir —[U,]® I sur 9,8%. Alors ces 2 opérateurs coin- 
cident sur l'élément exp (— 2ix2£), car celui-ci est dans 8,8 %%, 
et les 2 opérateurs précédents sont les restrictions, sur les 
* f LA > , a I 
espaces considérés, de l’opérateur [U,] ® I; sur 6, @ De. 
Cependant la proposition 37 ne démontre pas la formule 
(I, 5; 11), si U est à valeurs vectorielles. 
Nous remarquons alors que U e ¥, & E est un multiplicateur 
continu de ¥, dans (0¢), ® E (car, lorsque e’ parcourt une partie 


équicontinue de E’, (U, e) parcourt une partie bornée de Jz, 
donc un ensemble équicontinu de multiplicateurs de 9, 
dans Oc); c’est donc un multiplicateur continu de #, ® # dans 
((Oc)z ® # @ E)?, de sorte que le second membre de (I, 5; 11) 
est dans cet espace ((0c),.@5¢ ® E)?, done partiellement sommable 
en x, et son intégrale en x est dans 9; ® E (et, comme plus haut, 
les divers sens possibles du produit multiplicatif coïncident, 


car, si [Ü] est le multiplicateur défini par U sur 6,, ils coincident 
tous deux avec la valeur de Jlopérateur [U] @ I: sur 
exp (— 2inz) e 6, 8 ®t). Il reste à montrer que le second 
membre de (I, 5; 11) est V(£). Or c’est démontré pour E = C. 
Pour E quelconque, prenons ee E, alors: 


(I, 5; 13) (e, [exp (—2inat)U(a) dx) 
a Jace Cera UL (x), e) dx 
= KU, 2) = (IU, e) =(V, à), 


ce qui démontre complètement (I, 5; 11). 
En remplaçant E par ®,(E), on justifie la définition intégrale 
de la transformation de Fourier partielle; pour Üe (S,@D,@E)?: 


(1,5; 14) G,U= [exp (—2inat)U(a, ) da, 
qui appartient à (9, ® 9, ® E)?; en outre 


exp (— 2inat) U(&, ÿ) e ((0c). ® # ® D, @ EX. 
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Identité des espaces (Di:),, et (Dir) Sr (Du), 


Proposition 38. — Sur X'X Y", les espaces (Dis, et 

! = D/ A . LE : é 4 
(Dis): Ox (Du), peuvent être identifiés, algébriquement et topo- 
logiquement; l'intégrale IN RTS est le produit tensoriel des 


intégrales simples ren 

Tout d’abord nous avons vu (proposition 17) que 8;, , = 8, By. 
Mais alors on sait (corollaire 4 de la proposition 2) que 
(S,, T,) ~ S,® T, est une application bilinéaire de 


(Bz): = ((Dts)2)e) >< (8) = ((B1),)) 


dans (8%, ,): = ((Dt.)2, y <-hypocontinue, donc en particulier 
séparément faiblement continue. Cela prouve d’abord que 
(DL): ® (Du), est contenu dans (Die, Par ailleurs il est 
évidemment dense dans (®%,).,, car Dz,, est dense, et que 
9,@ D, est dense dans 9,,, pour la topologie 9, ,, donc a 
fortiori pour la topologie induite par (Diu)z, y 51 on prouve que, 
sur (2,),® (Di), la topologie © induite par (D), coincide 
avec la topologie 7, l’identité algébrique et topologique de 
(Di), et de (Diz Ox (Dur), Sera démontrée. Mais (Di), (Dis), 
(D), sont des duals forts d'espaces de Fréchet %,, 8), R,; 
donc l’application bilinéaire (S,, T,) +S, ®T,, séparément 
faiblement continue, est continue ('); et comme 7 est la topo- 
logie localement convexe la plus fine sur (91): ® (Du), pour 
laquelle cette application soit continue, + est plus fine que ©. 
I] nous reste à montrer que © est plus fine que +. 

Appelons 8%, l’espace des formes bilinéaires continues sur 
(Dis) X (Dur)y; 7 est la topologie de la convergence uni- 
forme sur les parties équicontinues de %,, tandis que © est la 
topologie de la convergence uniforme sur les parties bornées 
de %,, = &. 

Il suffit donc de montrer qu’on peut identifier %, à un sous- 
espace de 8, la dualité de (D).8(Dm), avec B, devenant la 
restriction à 8, de sa dualité avec %, et que les parties équi- 
continues de 8, sont des parties bornées de @ (la proposition 
étant alors démontrée, il en résultera d’ailleurs que &, = %, 
et que les parties équicontinues de %, sont exactement les 


parties bornées de 8). 
(!) DrEuDONNÉ-SCHWARTZ [1], théoréme VIII, page 94. 
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Soit 0 e 8,. 0 définit a fortiori une forme bilinéaire continue 
sur &, x 8,, donc un élément 4 de (8,@6,) = (623) = &,. 
De plus, 6 étant dense dans (®:), 9 détermine complete- 
ment ©, autrement dit 0 —0 permet d'identifier 8, à un 
sous-espace de 6... 

Mais, pour p et q fixés, lorsque & (resp. 4) parcourt X' 
(resp. Y"), DPè(& — €) (resp. D3e(y—)) reste borné dans 
(Di). (resp. (Du),), done O (D2e(%— 8), Die(y — n)) reste bornée, 
c’est-à-dire Df D3 6 (E, n) = (—1)?*2!0 (D%0(%— £), D c(y —n)) 
reste borné; donc 0¢%, et &, est bien identifié à un sous- 
espace de &. Il faut montrer que cette identification respecte 
la dualité avec (Di:), @ (Du),, autrement dit que, si Se (Dy), 
et Te(%:), on a 


(I, 5; 15) O(S, T)= ffeam(S(z) © T(y))0(2, y) de dy. 


Or cette égalité est vraie pour Se&, et Te&,, par défi- 
nition même de 0; &, et &, sont denses dans (Di:), et (Du),; 
© est continue sur (®:,), X (D),; si done on prouve que la 
forme bilinéaire sur (®D::), X (Du), définie par 0 au 2€ membre, 
est aussi continue, l'identité des 2 membres de (I, 5; 15) sera 
bien prouvée. 

Or, si S et T convergent vers 0 dans (Dj;), et (Di), respec- 
tivement, on sait que S ® T converge vers 0 dans (Dj:),,,, ce qui 
démontre notre assertion, puisque 0¢&, ,. 

Soit enfin H une partie équicontinue de %,. Elle est en parti- 
culier bornée. Alors 0(D2é(%—), D9é(y—y), reste borné pour 
Ee X', ne Y", OeH; donc 0 reste bien bornée dans & 
pour Ge H, ce qui prouve que @ est plus fine que r, et fina- 
lement prouve l’isomorphisme (algébrique et topologique) de 
(Dii)z, y et (Dis)2 Sr (Dus), 

Prouvons enfin la derniére partie de la proposition 38: Les 
formes linéaires abe HE ‘aya bt Le REA sont toutes deux continues 
sur (Dr): et elles coincident trivialement sur le sous-espace 
dense D,®9,, donc partout sur (®:),8, (Di), Gti 


CoroLLAIRE (Théorème de Fubini). — Si Te(D). (EB), 


T est partiellement sommable en x, son intégrale en x est une dis- 
tribution sommable en y, et 


(I, 5516) [fencym (a, y) de dy = Lady fF (x, y) de. 


fes te ao 
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On a naturellement aussi : 


(I, 5517) [fury T(a, y)dedy= ide fu T(x, y) dy. 


On sait qu’il existe une application linéaire continue cano- 
nique de (Dis), 8 (Di:)y dans (Du), 8.(Du),; cette application 
est compatible avec les injections de ces 2 espaces dans 
D.,, autrement dit on a le diagramme commutatif : 


(Du)2Br (Du), ——> D:8:9, 
I 
(DL)B (Du), ——> 98,9). 


Donc cette application canonique est une injection, et 
(Dis)28x (Dt), est un sous-espace de (D),8.(D1),, muni d’une 
topologie plus fine que la topologie induite. 

Une distribution T e (9;,), 8, (Du), n’est pas nécessairement 
sommable, et n’a pas d’intégrale au sens antérieur du terme; 
néanmoins Le yn définit sur (D); ®. (Du), une forme 
linéaire continue, qui prolonge l'intégrale définie sur (D1:),,, 
et que nous appellerons intégrale double généralisée. [Noter 
que, pour Te (9), 8. (Dr), et ce Bz, «T n'est pas nécessai- 
rement dans (9), ®.(®:.),, donc n’a pas d’intégrale double 
généralisée]. 

De même ((D): 8x (Du)y) ®.E est un sous-espace de 
((Dts)2 Se (Du:),) 8: E, avec une topologie plus fine que la topo- 
logie induite (proposition 1 du $ 1); sur ce dernier existe 
une intégrale double généralisée |,:@ pe ®Is, qui prolonge 
l'intégrale double sur le premier. à 

Le théorème de Fubini est alors exact même pour 
Te ((DL:)z Se (Dis)y) &.E, le premier membre de (I, 5; 16) ou 
(I, 5; 17) désignant l'intégrale double généralisée. 

La formule (I, 5; 16) est en effet triviale et exprime la loi 
de composition : | 


(I, 5; 18) fu fn8l= (le \n® In)o( fr 81,8 1x), 
Ig étant l'opérateur identique sur le corps des scalaires C. 


Remarque. — Les propositions 17 et 38 montrent que Re 
et 8, sont des espaces L et M tels que (L®.M)’ = L’8,M’. 


FIN DU CHAPITRE I 
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SUR LES PROBLÈMES MIXTES 
POUR CERTAINS SYSTÈMES PARABOLIQUES 
DANS DES OUVERTS NON CYLINDRIQUES 


par J. L. LIONS (Nancy). 


INTRODUCTION 


Soit Q un ouvert de l’espace Ri X R, contenu dans t > 0. 
On donne dans Q un opérateur différentiel linéaire, d’ordre 
2m, de la forme 


A—A,—2(—1)rDr(a,(x, t)D2), 


elliptique dans un sens convenable (plus généralement, on 
considèrera un système); on appelle problème mixte relatif à 
l'opérateur A, + d/dt la recherche d’une fonction u dans Q, 
solution de 


Au + oufot = f, f fonction donnée dans 2, 
avec 
u(x, 0) donné, 


et u étant nulle ainsi que ses dérivées en x d’ordre < m— 1 
sur la partie de la frontière de ( non située dans t= 0. Ce 
problème (‘) est résolu au chapitre 11 de ce travail, qui donne 
en outre quelques propriétés supplémentaires, notamment 
relatives à la stabilité de la solution de ce problème mixte. Le 
chapitre 1 rassemble les propriétés de certains espaces fonction- 
nels utiles pour le chapitre 11. 

Dans le cas où l’ouvert Q est cylindrique, les problèmes 
mixtes ont fait l’objet de nombreux travaux: ye 


(2) Posé de fagon plus précise, et avec des hypothéses convenables sur Q. 
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1) Si A est à coefficients dépendants de x mais non de ft, 
ef. Hille [1], Lax-Milgram [1], Lions [1]. 

2) Si A est à coefficients dépendants de x et de t, cf. Kato [1], 
Ladyzenskaya [1], [2], Magenes [1], Visik [1], [2] Yosida [1] 
et Lions [2], [4]. 

Dans le cas où Q n’est pas cylindrique, cf. Gevrey [1], et 
Fichera [1], pour des opérateurs du 2° ordre. Nous reviendrons 
ultérieurement sur des problèmes mixtes relatifs aux mêmes 
opérateurs et dans des ouverts non cylindriques, mais avec 
d’autres conditions aux limites. 

Un résumé a été donné dans Lions [3]. 

Une autre méthode de démonstration de l’unicité est 
esquissée dans Browder [1], cet article contenant également 
une élégante démonstration du caractère hypo-elliptique de 


ù 
EE 
2 dt 
La régularité à la frontière peut être étudiée en transformant 
localement ( en ouvert cylindrique (cf. Lions [4]). 
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CHAPITRE PREMIER 


QUELQUES PROPRIÉTÉS 
DE CERTAINS ESPACES FONCTIONNELS 


4. Notation. — Dans un espace Euclidien R;XR,,7=(x,, ….,x,), 
on donne un ouvert 2 quelconque; L’({) désigne l’espace 
des (classes de) fonctions de carré sommable sur (0); si fe L*(Q), 
on pose 


= Qi of 


Espace H"'(Q): c’est l’espace des fonctions ue L*(Q) 
telles que Diu e L*(2), pour tout p, avec [pm (notations de 
Schwartz [1]: p=(p,, ..., Pa), Ip=p;+:.:+p,). On ne 
fait aucune hypothèse sur les dérivées en t. Pour ue H™°(Q), 
on pose 


|D™ Ph soy Deus, Pl<m 


muni de la norme |D"‘u}, l’espace H™°(Q) est un espace de 


Hilbert. 


Espace H"'(Q). On désigne par C"(Q) le sous-espace de 
H™°(Q) formé des fonctions de cet espace qui sont indéfini- 
ment différentiables dans Q. On désigne alors par He 
Yadhérence de C"(Q) dans H™°(Q); cet espace peut être 
strictement plus petit que H™°(Q); toutefois, on peut montrer 
que sous les hypothèses de régularité (R) ci-après, C"(Q) est 
dense dans H™°(Q); ce résultat n’est pas utile pour la suite: il 
suffit de considérer a priori H™°((2), au lieu de H™ °(Q). 
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Espace H™°(Q): c’est l’adhérence dans H"”°(Q) de l’espace 
9(Q) des fonctions indéfiniment différentiables dans Q et à 
support compact. 

Pour m fixé, on simplifie l’écriture en posant 


He (= F0 


Espace F'(Q) : c’est le dual de F(Q); c’est l’espace des distri- 
butions sur 2 qui sont de la forme 


T= XD2g, \|pl<m,  g,peL'(Q). 
Espace .v(Q): c'est l’espace des we H™'(Q2) tels que 


ou ‘ 
FA F’(Q), muni de sa structure naturelle d’espace de Hulbert. 

Espace &(Q) : c'est l’espace des u e F(Q) tels que ou LF (Q), 
muni de la topologie induite par .b(Q). à 


2. Propriétés de H”°(Q). 

On dira que © vérifie les hypothèses (R) lorsque les propriétés 
suivantes ont lieu (on ne cherche pas les hypothèses minimum; 
on peut remplacer partout « indéfiniment différentiable » par 
« suffisamment différentiable ») : 

On suppose que © est contenu dans le demi espace t > 0. 
Soit [ la frontière de 2; on suppose que l'est une variété de 
dimension n, indéfiniment différentiable par morceaux, {) étant 
d’un seul côté de [’. On pose 


r,=On fr=s}, s>0; 


on suppose que I’, n’est pas vide pour tout s > 0... Sait Ll, 
l'intérieur de l’ensemble ['n {t= 0}; on suppose que Dy 
n’est pas vide. On pose 


(Y= Cf—fl,. 


On suppose qu’il existe une suite localement finie O; d’en- 
sembles ouverts ou fermés de Ri X R, avec 


1) les O; recouvrent un voisinage de |” 

2) chaque O; est contenu dans une bande a t< 6; (ou 
a;,<t<§) (a0); soit Q(a, 6) l’ensemble des points de 
RE X R, avec _A<LE<A1, 4,<7< 6; on suppose qu’il existe 
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un homéomorphisme h; indéfiniment différentiable de O; sur 
Q(a;, BB); soit 
lle, = (El... tnt), 21411); 


on suppose que 7(a, t) —t, que 20, est appliqué biunivoque- 
ment sur la partie «£ > 0» de Q(a,, 6;) et que 1” 0; est appli- 
qué biunivoquement sur Q(a, $,) 9 {&,=0{. 

Sur un ouvert G de l’espace R? X R,, H™°(G) est défini de 
façon analogue à H™*(Q). 


Lemme 2.1. — L’homéomorphisme h; définit un isomorphisme 
hi de H"°(O,) sur H™°(Q(a:, f)); hi est également un tsomor- 
phisme de F(O;) sur F(Q(a;, 6;)). Si O; est fermé, remplacer O; 


par son intérieur. 


DÉMONSTRATION. — On supprime l'indice dans cette 
démonstration. Si f est dans C(O), posons 


WE(E, t) = F(R", 7). 
Ie sakes t)= EAE T); sels AC 7); 7), 


donc les dérivées de h*f en £ d’ordre < m sont des combinai- 
sons de dérivées de f en x d'ordre < m et de dérivées des 
fonctions g, en £; ces dernières fonctions sont bornées, donc 


l'application f — h*f est continue de C”(O) muni de la topo- 
logie induite par H"°(0) dans H”°(Q(x, B)), et se prolonge 
donc en une application linéaire continue, encore notée f — h*f, 
de H”°(0) dans H™°(Q(a, 8)). On définit de la même façon 
(R)". 

Comme par ailleurs h* et (h*)~' appliquent 9(O) dans 
D(Q(a, B)), on voit que h* est un isomorphisme de F(O) sur 
F(Q(a, B)), ce qui achève la démonstration du Lemme. 

Désignons par #([”) l’espace des fonctions localement de 
carré sommable sur [”, pour la mesure superficielle sur [", 
muni de la topologie (d’espace de Fréchet) de la convergence 
dans L* sur tout compact. 


On a 


THÉORÈME 2. 1. — On suppose que Q vérifie (R). Il existe une 
application linéaire continue et une seule, u— Yu, de H'‘(Q) 
dans #([”), telle que Yu coincide (presque partout) avec la 
restriction de u à [” lorsque ue C*(Q). 
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DÉMONSTRATION. — Il y a unicité parce que, par définition, 
C'(Q) est dense dans H**(Q). 

Soit maintenant ue H'°(Q), et indéfiniment différentiable 
dans Q; soit Yu la restriction de u à [’; y'u est dans PL) SA 
faut démontrer que l'application ainsi définie est continue de 
C'(Q) muni de la topologie induite par H'°(Q) dans £([). 
Soit u, la restriction de u à un ouvert O; (on peut toujours sup- 
poser que O; est ouvert). On utilise pour u; l’isomorphisme 
h* du Lemme 2. 1. On est alors ramené à ceci: soit Q le cube 
10, 1["*‘; soit we H*"(Q), indéfiniment différentiable dans ©: 
soit X=Qn {x,—0!; soit yu la restriction de u a X; il faut 
montrer que l’application u— yu est continue dans L*(X). 
Or ona: 

al d res 
lk (ig Sets ei, (0) il | — (uua) dx,;, 


| 
v0 Th 


où a est une fonction de x,, une fois continûment différen- 
tiable, avec a(0) = 1, a(1) = 0. On en tire 


2 0 — 
pue — J. gp (wa) de dt, 
ce qui donne le résultat. 
CorozLaArRE 2. 1. — Pour tout ue H™(Q), on peut définir 


+ (D2u) pour |p| < m — 1, élément de £(I"). A si 

Comme y/(D2u) est nul si ue DQ), et que l’apphcation 
u—> (D?u) est continue de H™°(Q) dans £(L”), pl <m—4, 
il résulte du corollaire 2. 1 que 

y(Diu) =0 pour tout ue F(Q), \lp|<m—t. 

On va voir que la réciproque est vraie. Pour démontrer cette 
réciproque, on utilisera la suite de fonctions suivantes : soit 
X.. l’ensemble des points de Q situés à distance > 2e de LS 
soit y. la fonction caractéristique de X,.; soit p une fonction 


de 9(R"~*), avec 
p(y)>0 pourtout y=(x te Pr“, 
pty}=0 si lyjzt et fe (y) dy = 4. 
Pn rpose pely) =e" ‘e(yle) 
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et on appelle 9, la restriction à Q de y.*p.. La fonction 6. 


est indéfiniment différentiable dans (2; elle vaut 1 si la distance 
de y à [” est > 3e, et 0 si la distance est < €. Montrons d’abord 
la 

Proposition 2. 1. — Soit ue H"°(Q), à support compact 
dans (), et vérifiant 

(1) Y(Diu)=0, — |p 


Alors §.u— u dans H™°(Q) lorsque «0. 


<m—1. 


DEMONSTRATION. — Soit p= (p,, .--, Pn) fixé avec |p| <m; 
D2(0.u) est somme de 0.D£u (qui, lorsque «—0O, tend vers 
Dfu dans L*(Q)) et de termes de la forme (a des constantes 
multiplicatives près) 


(2) D’0.D'u, |r| > 0, rl + |s| <m, 


On aura la proposition si l’on montre que le terme (2) tend 
vers 0 dans L*(2) lorsque «0. Comme w est à support 
compact dans (), il suffit de montrer que la restriction de (2) a 
O;n Q tend vers 0 dans L'(O;n Q). Mais D°0.(y) =0 sauf si la 
distance de y à I” est comprise entre € et 2e, et l’on a, vu la 
définition de 0.: 


(3) [D:0. (y) << Ae"), A = constante. 


Soit A; l’isomorphisme du Lemme 2.1; on peut toujours se 
ramener à ceci: h; est un isomorphisme de H™°(O;nQ) 
sur H™°(Q), où Q = ]0,1["*'; dans h;, l'image de [” n O; est 
Xi Qn [Sve Oh 

Soit »=h; (u)e H™’(Q). Soit y l’opération de prolonge- 
ment en moyenne sur X; h; définit un isomorphisme, encore 
noté Aj, de L'(0;n[”) sur L*(X); par prolongement par 
continuité à partir des relations triviales dans le cas où 
ue C'(O;n Q), on a: 

hi(yu) = y(hï u) = ye pour tout ue H'"(0,;n Q). 

Par conséquent, dans le cas actuel, on a 


4 (Dé) = 0, Ipl< m—1. 


La fonction 4, (restreinte à O;n Q) a encore une image véri- 
fiant des majorations analogues à (3), la fonction h*(0.) 
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étant cette fois nulle (au moins) dans une bande de Q définie 
par 0 < —, < Be, B étant une constante convenable. 


La proposition résulte alors du lemme suivant (où Yon a 
écrit (x, t) au lieu de (&,7)): 


Lemme 2.2. — Soit u € H™"(Q) vérifiant, 
(4) 4. (Diu) = 0, Ipl< m—1. 


L'intégrale 


(5)  J.(u)=e7*"i/ de... dx, dt |, |Diu 


QT, 


tend vers 0 lorsque &—0, |r| > 0, js, = m—1r| 


DÉMONSTRATION. — On a presque partout, en posant |r| = 4, 


Tr 


Diu(a, Jet see | (a, — 8 DE (Diu (ary, see, ns Ay) da 

grâce à (4), d'où (les ¢; désignant des constantes diverses) 

Diu(x, D < ef" (ms —À)# da [DE Diu(a,, +, À #)| da 
Les [Due «+ A, OX (pm, 

done fi *|Diu(z, t)'da, < cet fl |DPu(x, t)|* da, 

d'où J(u) <e, | dr... des dt L*Dru(z, D! day 


ce qui montre le lemme. 
On peut maintenant démontrer le 


Tuéorème 2. 2. — On suppose que © vérifie (R). La condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que u, élément de H"°(Q), soit 


dans F(Q) est que Von ait (1). 


DémoxsrrarTion. — On a seulement à montrer que la condi- 
tion (1) est suffisante. 

1) Soit ae D(R**'), = 1 au voisinage de l’origine; soit ax 
définie par ax(y) = a(y/N), y= CARE | 

Si u est dans H™°(()), il est immédiat de vérifier que axu est 
dans H™°(Q) et tend vers u dans cet espace lorsque N — +. 
Quel que soit N, ona = 


y (D2 (axu)) = 0, pl<m—t1. 
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Il suffit donc de démontrer le théorème lorsque u est à support 
compact dans (). uj 

2) Soit donc we H"‘(Q), à support compact dans (, et 
vérifiant (1). On sait alors (proposition 2. 1) que du —u 
lorsque ¢ — 0. Il suffit donc de montrer que la fonction » = Du 
(e fixé) est dans F(Q). Soit b(t ) la suite de fonctions continues, 
avec b(t) = 1sit > 2/j, = 0 sit < 1/j, linéaire entre 1/7 et 2/7. 
Il est évident (puisqu’on ne dérive jamais en t) que 


bp —0 dans be haa JES.) 


lorsque 0. On aura donc le théorème si l’on montre que 
by = w (j fixé) est dans F(£ D or # est maintenant nulle au 
voisinage de la frontière de ©; on peut régulariser: w est 
limite dans H™°(Q) de ses régularisées qui finissent par être 
dans 9(Q). Donc w est dans F(()). 

(©) a foe fa ee 


3. Espaces .b et & sur des ouverts ( cylindriques. 

Soit w un ouvert quelconque de R?. On désigne par H™(w) 
l’espace des fonctions ue L*(w) telles que D?ue L*(w) pour 
tout p avec |p| < m. On pose 


= 2 f |Dru(z)"dr,  [p<m 


lu 


Muni de la norme |u|,, H”(w) est un espace de Hilbert. On 
désigne par H7'(w) l’adhérence dans H"(w) de l’espace D(w) 
des fonctions indéfiniment différentiables dans w à support 
compact. 


Lemme 3. 1. — Soit Q=w x ]0, s[, s >0. Le sous-espace de 


%(Q) formé des fonctions à support compact dans Q et indéfini- 
ment différentiables en t à valeurs dans H"(w) est dense dans X(Q). 


DÉMONSTRATION. — Avec les notations de la démonstra- 
tion du Théorème 2. 2, 1), avu — u dans A(Q); on peut donc 


supposer que u est à support compact dans (). Par ailleurs on 
peut toujours supposer que {2 = w X ]— a, af. Soit À avec 
0<A<1. Définissons Hu par 


Hiu(x, t)=u(a, At). 
Cela définit H)u presque partout dans 
QO, =o X ]J—afà, a/Al. 
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On a 
P My p 
D?H,u = H,D?u, 


done Hu est dans H™°(Q;). L’application u — H;u est 
continue de H™°(Q) dans H™°(Q)). Si », est la restriction de 
H,uaQ, ona 


(1) su dans H”°(Q) lorsque À — 1. 
Soit 9 e D(Q)); on définit H,)o par 
H,po(x, t) = o(2, t/À); Hing e D(Q). 


Ona 
ù 4 ù re) 
ce Hu, e)= eid D de [u(e At) = 9 (x, t) = u, Hg ) 


les crochets désignant la dualité entre ®'(Q;) et D(Q)), et 
D'(Q) et DQ). Si ? —0 dans D(Q;) muni de la topologie 


induite par F(Q;), alors H,p9 — 0 dans F(Q), done (puisque = 
est dans F’(Q)), fe u, Hing )— 0, done , H,u est dans F’(Q;) 


et par conséquent Hu est dans .b(Q)). 
Par restriction à Q on voit que » est dans .&(Q). Si ¢ est 


dans 9(Q) on a 
) ù 
€ Prs e) a @ Le, Hat): 


par prolongement par continuité, cette relation vaut pour tout 
o e F(Q); on en déduit que si À — 1, ©, > <u dans F'(Q) 
faible. Finalement on voit qu’il suffit d'approcher dans .b(() 
une fonction u, à support compact dans {), et qui est restric- 
tion à Q d’un élément w’ €.¥(0’), Q’ =o X]—a',a{[,a >a.Si 
b(t) est une fonction indéfiniment différentiable de t, = 1 si 
<a, = 0 si |t} > (a+ a’)/2, la fonction » = bu’ est dans 
%(w X R,) (en la prolongeant par 0 pour |t| >a’) et sa 
restriction à ( vaut u. 

Mais » est imite dans b(w x R,) de ses régularisées en ¢ qui 
sont des fonctions indéfiniment différentiables de ¢ 4 valeurs 
dans H"(w). Par restriction à ©, on en déduit le Lemme. 
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Lemme 3. 2. — Soit Q = w X ]0, s[. Le sous-espace de #(Q) 
des fonctions à support compact dans ( et indéfiniment diffé- 
rentiables en t à valeurs dans Hi"(w) est dense dans 8(Q). 


DÉMonNsTRATION. — La méthode est la même qu’au lemme 
3.1. Si u est dans ®(Q) alors Hu est dans #%(Q)). On arrive, 
comme au Lemme 3. 1, à un élément # de &(m X R,); on en 
déduit le résultat par régularisation en t. 


Proposition 3.1. — Soit Q=w xX ]0, s[. Tout élément u de 
B(Q) définit une fonction t— u(., t) continue de [0, s] dans L'(w). 
DémonsTRATION. — Soit u indéfiniment différentiable en t 


à valeurs dans H"(w). Désignons par u(., t) la fonction 
x— u(x, t); u(., t) est en particulier dans L*(w) et t—u(.,t) est 
continue de [0, s] à valeurs dans L*(w). On va montrer que si 
u—>0 dans ®(Q), alors u(.,t) —0 dans L*(w), uniformément 
pour te [0,s], ce qui démontrera la proposition, en utilisant 
le Lemme 3. 2. 

On va montrer que u(., ¢)—0O dans L'(w) uniformément 
pour te[0, s/2]; la méthode est analogue pour te[s/2, s|. 

Soit 7 avec O<7t<s/2; soit a.(t) la fonction continue 
sur R, = 1 sit<t, =0 si t Ss, linéaire entre 7 ets: On a 


lula, = — fe (as(t) u(a, 0) u(x, D)de 


donc 


; i 2 à 
(2) IC t)} dx = nc u, au) —(u, os (acu) 
les crochets désignant la dualité entre F(Q) et F’(Q). 


Lorsque = e[0, s/2], a,w demeure dans un ensemble borné 


de F(Q) lorsque u — 0 dans 8(Q) et à (au) demeure dans un 


ensemble borné de F’(Q); donc lorsque u — 0 dans 8(Q), (2) 
montre que u(.,7)—>0 dans L’(w) uniformément pour = e [0, s/2]. 
c.q.f.d. 


Proposition 3, 2. — Soit Ü =w X ]0, s[. Pour tout u, v e B(Q), 
ona 


(3) (sini) + (a, 3° )= (u(.,s),0(.,8))Leçro) | 
— (u(.,0),0(., 0))isçu)e 


4 


" 
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DÉMONSTRATION. — La relation (3) est vraie si u et » sont 
des fonctions indéfiniment différentiables en t à valeurs dans 


m = \ ’ 4 
Ho (w). On passe de la au cas général par prolongement par 
continuité. 


| PROPOSITION 3. 3. — Soit Q=w X ]0, s[. Pour tout fe L'(w), 
il existe ue R(() avec 


(4) u(., 0) =f. 


DémonstrRATION. — Soit u, distribution en ¢ à support limité 
à gauche à valeurs dans H7'(w) (*), solution de 


((—4)"A" + 1)u+ u=fei, 


où à est la masse de Dirac à l’origine sur R, On montre (’) 
que u est dans l’espace L'(R,;H}(w)); soit encore u la restric- 
tion de u a Q; donc uw est dans F(Q), et comme sur Q, 


((—1")A"+ 1)u+ ~ u=0, u est dans ®(Q); on a nécessaire- 


ment u(., 0) =f, ce qui démontre la proposition. 

Soit toujours ( —w x ]0, s[; on désigne par B,(Q) (resp. B‘(0)) 
l’adhérence dans @(Q) des fonctions identiquement nulles 
au voisinage de t = 0 (resp. t = 5). 


Proposition 3. 4. — La condition nécessaire et suffisante 
pour que u, élément de B(Q), Q=w X ]0, s[, soit dans B,(Q) 
(resp. B‘(Q)) est que 


(5) ue: 0) = 
(resp. que 
(6) u{.+°s). = 0). 


DémonsrraTion.— II suffit de raisonner sur B,(Q) et avec (5). 
Il est évident que la condition est nécessaire. Montrons qu’elle 


est suffisante. De façon générale, si u e @(0) et Ae 9(Q) = es- 


(2) Cf. par exemple Lions [1]; A désigne le Laplacien en x. 


(3) C’est immédiat si w est borné, en utilisant par exe mple le système complet 
dans H7(w) des fonctions propres de A. On passe de là au cas général en considérant 


we = oN {|x| LE, R} et faisant tendre R vers l'infini. 
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pace des fonctions indéfiniment différentiables et à support 


compact dans Q, alors Au est dans 8(Q) et 
(Auj(., 0) =A, 0) ut), 


Dans le cas actuel, on a donc (Au)(., 0)=0. Avec les nota- 
tions de la démonstration du Théorème 2. 2, 1), axu—u dans 
®(Q) faible; on peut donc supposer que wu vérifie (5) et est a 
support compact dans (). Soit ensuite b(t) une fonction conti- 
nûment dérivable sur R, = 1 si t< 5/3, = 0 si t > 2s/3; bu 
est dans &(Q), vérifie (bu)(., 0) =0; u = bu + (1— bju; 
comme (1 — b)u est dans B,(Q), tout revient à montrer que 
(bu) est dans B,(Q). Il suffit done de montrer ceci: soit u dans 
B(Q), vérifiant (5), à support compact dans Q, nulle pour 
t >2s/3; alors u est dans B,((). 

Pour h < s/3, définissons u, presque partout dans ( par 


0 si DH. 


(7) Dit th u(x, t—h) si ARC PTT à 


La fonction u, est dans F(Q) et u, — u dans F(Q) lorsque 
h— 0. 
Cherchons dX ie 
ot 


Si v est donnée dans 9(Q), on a 


Dies 
— U — 3 


HE she t+ h) pours PORN ES 
; 0 pour s—h<t<s. 


Posons 


La fonction », est dans F(Q), 2 v, est également dans F(Q) et 


l’on a 
og p \— ae 
pt ho == u, red. : 


Mais, d’après la proposition 3.2 et comme on a (5), et égale- 
ment u(., s) = 0, ona 


d — d a 
a, nn) + (eu ñ)= 0 
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et finalement 


/ 0 ak d 
8 { — Us 9 )=( — l a) 
( ) ‘ ot ho dt 4, Vr) 


Si maintenant »—> 0 dans ®(() pour la topologie de F({2), 
NN: 
v, 0 dans F(Q), donc (= u, A )— 0, donc par (8), =. U, est 


dans F’(Q), donc u, est dans %(Q) et est identiquement nulle 
au voisinage de t= 0; on aura donc la proposition si l’on 
montre que 


(9) u,—u dans &(Q) faible lorsque h— 0. 


On a déjà vu que u,—u dans F(Q). Par prolongement par 
continuité en ¢ la relation (8) est valable pour tout »  F(Q). 


: d re) : 
Si h—0, v,—+ dans F(Q), done ria dans F’(Q) faible, 
ce qui achéve la démonstration de la proposition. 


Proposition 3. 5. — Soit Q=w X ]0, s[. La condition néces- 
saire et suffisante pour que u, élément de B(Q) soit dans B,(Q) est 
que Von ait 


à = d — 
(10) + ey + Cu 7) = 0 
pour tout » e BY(Q). Résultat analogue en échangeant 0 et s. 


DémonsrTrArTION. — D’après la proposition 3. 2, et en tenant 
compte du fait que #(., $) = 0, (10) équivaut à 
(eh T).0) ci es 0j = 9 


pour tout ve B:(Q). Grâce à la proposition 3. 3, cela entraîne 
u(., 0) = 0 (*) doncue B,(Q) grâce à la proposition JU 


4. Espaces -b et ® sur les ouverts bpd | 
On considère maintenant un ouvert Q de Rix R, qu 


vérifie (R). On désigne par Q, Pouvert 
O r= 0-4 (0<t<s}. 


(4) En effet, on peut dans la proposition 3, 3 choisir un élément # de B:(Q) avec 
[.,.0).—.f. Mais on, peut, se passer de la proposition 3, 3; en effet si feD{w), 
il est évident qu'il existe veB:(Q) avec »{., 0) = f; donc (u(., 0), fisc) = 9 pour 


tout feD(w), donc u(., 0) = 0. 
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Proposition 4. 1. — Soit &,(Q,) le sous-espace de £(Q,) 


formé des fonctions qui sont dans D({ (),) (°), nulles au voisinage 
de I n Q.. Cet espace est dense dans 8(Q,). 


DémonsrrArTion. — 1) Soit ax comme dans le Théorème 2. 2, 1); 
ayu—>u dans %(Q,). 
Il suffit donc d’approcher par des éléments de # (Q,) un 


élément u de &(Q,) à support compact dans Q,. Soit 0. les 
fonctions introduites au n° 2. Soit encore 0. la restriction 
de 0. à Q,. Puisque u est dans F(Q,) et est à support compact 


dans (),, on sait, d’après la proposition 2. 1 que 9,u—> u 
dans F(Q,); ensuite 


ù ù ù ù 
FES — ( ——— He, mie F’ ] 
> (0.1) & i.) $02 u+2u dans F(0, faible; 


en effet, pour tout » e F(Q,), on 


(es Su v)= eee (He) 


puis & i,)u—0 dans L*(Q,) (d’après la démonstration de 
la proposition 2. 1), d’où le résultat. 

2) Il reste seulement à approcher par des éléments de %,(Q,) 
une fonction u de 8(Q,), à support compact dans {), et nulle 
au voisinage de [” n Q,. Considérons la bande 2, : 


= {0c ts}; 


prolongeons u a7, par 0 hors de Q,; soit uw la fonction ainsi 
prolongée. Comme uw est nulle au voisinage de [” nQ,, & est 


dans F(zx,); vérifions que > ÿ est dans F'(r;) : soit o e Dr); 
ù a ~ 0O\.. TE 

(ai : +)= ou es Br A est dans “O(0); sure le 

support de u, = 0 au voisinage de [” n Q, on a: 


_ (5) De façon générale, (a) est l'espace des fonctions indéfiniment différen- 
tiables et à support compact dans Q. 


Dept 7 
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et comme Ag est dans 9(Q,), on en déduit 


EP RE 
= (2 ar) 


—U 
M/s ja OE 
: Sec 0 - 
d’où l’on déduit que su est dans F'(z,). 


Mais d’après le Lemme 3. 2, wu est limite dans %(x,) de 
fonctions 9; indéfiniment différentiables en ¢ à valeurs dans 
H7(R%) = H"(R2) (mo = R°). Par régularisation en x, puis 
troncature, on en déduit que w est limite dans @(r,) de 
fonctions W;,e ®(r.), nulles en dehors d’un voisinage (choisi 
arbitrairement) du support de u. Alors les restrictions w; de 
W, à Q, sont dans ®(U,), nulles au voisinage de ["nQ, et 
w,— u dans 8(0,), d’où la proposition. 


THéoRÈME 4. 1. — On donne Q vérifiant (R). Soit s > 0 fixé 
quelconque; il existe une application linéaire continue et une 
seule 


u—>u(., S) 


de &(Q) dans L*(I’,) (*) telle que u(., s) coincide presque partout 
avec la restriction de u aI’, lorsque u est continue dans (. 


DenonsTRATION: — Soit o fixé’ > s; il suflit évidem- 
ment de raisonner sur #(Q,). L’unicité résulte de la proposi- 
tion 4. 1. ie 

Soit A une fonction de 9(Q,), nulle au voisinage de |”; 
alors Au est dans ®(Q,) et peut être considérée comme un 
élément de #(r.), en désignant par T. la bande 0 <t< 5. 
On sait alors (Proposition 3. 1) que (Au)(., s) est défini, 
e L'({t— s}). Il en résulte que u(., s) est défini et est locale- 
ment de carré sommable sur I’,. Plus généralement, le même 
raisonnement montre que u(., s) est dans L*(Y) pour tout 
ensemble fermé Y à distance >> 0 de lL”. L’applicationu—u(., s 
est continue de 8(Q,) dans L'(Y). 

Soit 0, les fonctions introduites au n° 2. Soit a(t) une fonction 
indéfiniment différentiable de t, = 1 siixs,=O0sit>s+1 


(8) L4(I,) est l’espace des (classes de) fonctions de carré sommable sur I’, pour 
la mesure dt. 
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(par exemple; on prend o > s + 1). Pour tout u dans &({.), 
on pose 


HONTE (0.au, a (au) ) + (a Tai au) 


Supposons d’abord € fixé et ue 8,(Q,); par intégration par 
parties, ona 


(2) X{u)=—/,0.(x, s)|u(a, s) de. 
Si ue R((.), il existe u;e R,(Q.,) avec u, —>u dans @(()) 


(Proposition fe 1); soit Y le support de 0.(., s); u(., s) est 
dans L’(Y), e 


Sr O(a, s)iuj(x, sde fr 0(x, s)|u(a, s)f da. 


Comme X,(u;) > X,(u), la relation (2) est vraie pour tout u 
dans 8(Q,). 


Faisons maintenant tendre € vers 0; X,(u) — X(u) avec 


(3) Spe (au, a (au) ) a a (any, au). 


La relation (2) montre que 


“a a |u(x, s)} dx << © 
et en outre on a 
(4) Jr.lute, s) [Pda = X(u). 
Il en résulte que l’application u — u(., s) est continue de 8(Q) 
dans L*(I’,), ce qui achève la démonstration du théorème. 
Espace B,(Q,) (resp. B*(Q,)): c’est l’adhérence dans 8(Q,) de 


l’espace des fonctions nulles au voisinage de I’, (resp. I’). 


Tutorime 4. 2. — On donne Q vérifiant (R). La condition 
nécessaire et suffisante pour que u, élément de @(Q,) soit dans 
B,(Q,) (resp. B‘(Q.)) est que 


(5) u(., 0) =0 
(resp. que 
(6) iis, 8) = 0) 


Ad 
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DÉMONSTRATION. — La nécessité est immédiate. Montrons la 
suffisance. On raisonne sur B,(Q,) avec la condition (5). On se 
ramène comme d’ordinaire au cas où u est à support compact 
dans Q.. En utilisant les fonctions 0, du n° 2, on peut même 
supposer que u est nulle au voisinage de |”. Soit K l’intersec- 


tion (compacte) de I’, et du support de u. Soit b;, i=1,..., k, 
. . , . . . TN Fe 

des fonctions indéfiniment différentiables dans Q,, avec Ÿ b;—1 

ae - CRE — 

au voisinage de K, b; étant nulle au voisinage de [” n Q,. Alors 


u= bu + w, 


w étant nulle au voisinage de [’,, done w étant dans B,(Q,). 
Tout revient donc à montrer que v = b;u est dans B,(Q,). Or, 
en prolongeant ¢ par 0 hors de Q, dans la bande 


— {0<t<s}, 


(soit # la fonction prolongée), est dans (x,) et vérifie : 
o(., 0) =0. Donc (Proposition 3. 4) ¢ est dans B,(x,) et donc 
il existe une suite G,; de fonctions de #(rx,), nulles au voisi- 
nage de t=0 telles que G;— 9. Par troncature, on peut 
supposer que les G; ont leur support dans un voisinage arbi- 
traire du support de », donc que la restriction g; de G; à Q, est 
identiquement nulle au voisinage de I’ nQ, et de [',. Donc 
ge B,(Q,), et gj, donc ve B,(Q,). c.q.f.d. 


Il résulte de la démonstration que l’on a: 


CorozLarrE 4. 1. — L'espace des fonctions de D(Q,), nulles au 


voisinage de I’, et de I’ nQ, est dense dans ie NH 


Proposition 4. 2. — Soit u, v e B(Q,). Ona: 


(7) {—P +(u, 3 = (u(.,8),(.,8))ixry 
—(u( "9 0), 9 ( *9 Our 


DémonsTrATION. — Si u et » sont dans B.(Q.), le résultat 
est immédiat par intégrations par parties. On passe de là au 
cas général par prolongement par continuité, en utilisant la 
proposition 4. 1 et le théorème 4, 1. 

Par utilisation de (7) et de la partie triviale du Théorème 


4. 2, on a: 
11 
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CorozLatRE 4. 2. — Pour tout ue B‘(Q,) (resp. B,(Q,)) la 


quantité 
— du, u 


est positive (resp. négative). 


CoRoLLAIRE 4. 3. — La condition Area Ge et suffisante pour 
que u, élément de &(Q,) soit dans B,(Q,) (resp. B'(Q.)) est que 
l’on ait 


(8) Ci a) + Cu, 2) = 0 
pour tout v e BY(Q,) (resp. e B,(Q,)). 


DÉMONSTRATION. — Raisonnons sur B,(Q,). Comme 
v(., s) = 0, la relation (8), compte tenu de (7), donne 


(u(., 0), 9(., 0) nero =0 
pour tout ¢ e B*(Q,). Il en résulte par le procédé de la note (*) 
que u(., 0) = 0, donc we B,(Q,) grâce au Théorème 4. 2. 


Notons maintenant la 


Proposition 4. 3. — On donne Q vérifiant (R); pour tout 
ue R(Q), on a 
(Gun) ong) foie dires 
dt dt 
DÉMONSTRATION. — La démonstration de la Proposition 4. 1 


montre que le sous-espace %,(Q) des fonctions indéfiniment 
différentiables dans Q, à support compact dans Q et nulles au 
voisinage de [” est dense dans %(Q). Or pour les fonctions 
de %,(0), (9) est vrai d’où le cas général par passage à la limite. 


P 
+. EE de, 7 


CHAPITRE II 


RÉSOLUTION DE PROBLÈMES AUX LIMITES 


4. Résolution de certaines équations fonctionnelles. 
Soit F un espace de Hilbert; si f, fe, (f, f'}r désigne 


le produit scalaire de f et f’ dans F; on pose 


f= fe = (6 Pr: 

Soit un espace préhilbertien, # c F; si h, he d6, (h, h')x 

désigne le produit scalaire de h et h’ dans 4; on pose | 
rl] = (Ale = (Ps hzes 

on suppose que |\h|| = 0 entraîne h = 0, et que l’application 
h — h est continue de 4 dans F; donc il existe une constante ¢, 
telle que 

(1) ÉGAL pour tout he d6. 

On donne sur F X 4 une forme sesquilinéaire 
(i. e. f— E(f, h) est linéaire, À — Elf, A) est semi-linéaire), 
cette forme étant séparément continue ou non. 

On fera les hypothèses suivantes : 

(H 4) ae tout h e 4, la forme f—> E(f, h) 

est continue sur F; 

A 9 il existe un nombre « > 0 tel que | 

(H2).} ReE(k, h) > «[ Al" pour tout he %(**). 

(bis) Plus Siméralstnent 


|E(h, h)|> « || ||? pour tout he Hx. 
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THÉORÈME 1. 1. — On suppose que (H1) et (H2) ont lieu. 
Soit h— L(h) une forme semi-linéaire continue sur 46. Il existe 
un élément u dans F tel que 


(2) E(u, h) = L(h) pour tout he &. 
(Il n’y a pas unicité de u sans hypothèse supplémentaire). 


Démonstration. — Soit H l’espace de Hilbert complété 
de 4; ||h|| désigne encore la norme dans H. 

D’après (H 1), on a 

(3) E(f, h)=(f, Kh), Khe, 


ce qui définit une application linéaire h — Kh de # dans F. 

Soit À l’image de 4 dans cette application; AcF. 
L'application h — Kh est biunivoque de 3 sur A; en effet 

si Kh = 0, alors (h, Kh)r = E(h, h) = 0, donc Re E(h, h) = 0, 

donc par (H 2), ||A|| = 0 ce qui entraîne h = 0 par hypothèse. 
On peut donc considérer K~' = R, défini par 


(4) Ria hist eae, he &, aeA 
Montrons maintenant que l’application 
a— R,a 
est continue de A muni de la topologie induite par F dans H. 


En effet 
2 sort 
Ra = ||a||*< = ReE(h, hk) (par (H 2)), 
donc 
af <TE(R, h)| = |(h, Khel <|hi| Kh| < ¢,|Ihl| [Kal 

d’où 

a||hl| < ce Kih} 
soit 

a||Roal| < ¢ |al, 

d’où le résultat. 

Par conséquent R, se prolonge par continuité en une appli- 
cation linéaire continue R, de À —B dans H. Soit Ps l’opéra- 
teur de projection orthogonale sur B (dans F) et posons 


(5) Rss RP 
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L'opérateur R est linéaire continu de F dans H; on définit 
donc R* linéaire continu de H dans F par 


(6) (ROA, f)e= (h, Rf)z, heH, feF. 


x -#., Las . . . 
Venons en à l'équation (2). Comme h— L(h) est semi-linéaire 
continue sur 46, on a 


(7) L(h) = (k, h)n, ke H. 
Mais 
(k, hju = (k, Roa) = (hk, R,Psa)u = (k, Ra)a = (R*k, a)s 
de sorte que (2) équivaut a 
(u, Kh)p = (R*k, ar, 


où a= Kh, de sorte qu’une solution est w= R*k, ce qui 
démontre le théoréme. 


Remarque 1. 1. — Naturellement il y a unicité de la solution 
si et seulement si 

E(u, h) = 0 pour tout h e # entraîne u = 0 (’). 

Si cette condition a lieu, ainsi que (H 1) et (H 2), on peut 
méme supposer que F est un espace de Banach réflexif. 


2. Application: existence de solutions de certaines équations 
aux dérivées partielles. 

Soit Q un ouvert quelconque de R’ (on peut se placer dans 
une situation plus générale; cf. Lions-Schwartz [1]); on donne 
un espace de Hilbert F avec 


(1) DQ) ¢ Fe D(Q), 


les injections étant continues et D(Q) étant dense dans F. On 
peut alors identifier le dual F’ de F à un sous-espace de distri- 
butions sur (). 

On prend #% = 9(Q) avec ||k|] = |h| = |Alr, de sorte que le 
complété H de # est F. 

Comme au n° 1, on donne E (f, h), vérifiant (H 1) et (H 2) 
et on suppose en outre que 

(H 3) (la forme hk—E(f, h) est continue sur 

D(Q) muni de sa propre topologie. 


(7) Cette propriété est d’ailleurs en général la plus délicate à vérifier dans les 
applications. 
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I] résulte de (H 3) que 
où Df e9'(Q), le crochet désignant la dualité entre 9D'({2) 
et D(Q); on définit ainsi une application linéaire f — Df de F 
dans 9'(Q). 

THÉORÈME 2. 1. — On suppose que (H 1), (H 2), (H 3) ont 


lieu. Pour toute distribution T de F', il existe u dans F avec 


(3) Du = T. 
DémonstrRATION. — Soit he = D(Q); posons 
(4) L(h) =<T, hy; 


h — L(h) est une forme semi-linéaire continue sur 46, puisque 
T est dans F” et que 4 a la topologie induite par F. Si u est 
solution dans F de (3), on a, avec (2) et (4) : 


(5) (Eu, h) = L(h); 
réciproquement si u est dans F et vérifie (5) pour tout h, alors 


on a (3). Or on sait (Théoréme 1. 1) qu’il existe u solution de (5), 
d’où le théorème. 


APPLICATION. — On prend y=n<+1, R'=RXR, 
comme au chapitre 1. On prend pour ( un ouvert quelconque 
de R’. On donne sur Q l’opérateur différentiel 


(6) A—2(—1)PDélan(z, DZ, Ip,  [d<m 


avec a, € L”({) = espace des fonctions mesurables et bornées 
sur 0. 


On prend pour espace F 
F= H?’(Q) = F(Q) 


avec les notations du chapitre 1, n° 1. 
Pour u, » dans Le on pose 


(7) a(u, #) => fa, (x, t) DiuD2e da de; 
si # est dans SET ona 
(8) a(u, ¢) = (Au, P); 
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on en déduit par prolongement par continuité que (8) est vrai 
pour tout ye F = F({2), le crochet désignant la dualité entre 


F'(Q) et F(Q). 

On suppose que l’opérateur A est elliptique au sens suivant : 

K 1 (il existe un nombre « > 0 tel que 

( ) ) : m, 0,,|2 \2 

/Rea(u, u) >a\|D™°u|* = alul; pour tout we F. 

Il en résulte que A est un isomorphisme de F sur F’. 

Soit maintenant B un opérateur (différentiel ou non) ayant 
les propriétés suivantes : 

(K 2) (Beï(F; D(Q))() et 

{Re(Bh, h) >0 pour tout he DQ). 


Tutorime 2. 2. — On donne sur un ouvert Q quelconque 
de R® X R, des opérateurs A et B vérifiant (K1) et (K2). Pour 
tout T donné dans F’, il existe u dans F avec 


(9) (A + Bu =T. 
DémonstRATION. — On applique le Théorème 2. 1 avec: 


E(f, h) =a(f, h) +<Bf, h, 
he X% = D(Q); la forme f—a(f, h) est continue sur F; il 
en est de même de la forme f—(Bf,h) grace à (K 2), donc 
(H 1) a lieu. 


Ensuite 
Re E(A, h) = Rea(h, h) + Re(Bh, hy > alhip = o.||A||° 


grace à (K 1) et (K 2). Donc (H 2) a lieu. 
Enfin la forme h—E(f,) est continue sur 9(Q), done 
(H 3) a lieu et E(f, h) = (Df, h) avec D = A+B. 


Le théorème est donc une conséquence du théorème 4. Le 


Remarque 2. 1. — Supposons que la frontière de 2 soit une 
variété de dimension n suffisamment différentiable. La condi- 
tion « ueF » signifie que Du, |p| <m— 1, est nul « en 
moyenne » sur les parties de la frontiére de Q qui ne sont pas 
« perpendiculaires » à l’axe des t. Le théoréme 2. 2 donne done 
existence de solutions de certains problèmes aux limites. 


(8) £(X; Y) désigne l'espace des applications linéaires continues de X dans Y. 
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3. Problèmes mixtes pour opérateurs de type parabolique. 
On donne un ouvert © vérifiant (R) (cf. chapitre 1, n° 2). 
On donne sur ( un opérateur A comme au n° 2: 
(1) A= X(—1) "IDE (ap_(a, t) D), [ph |g] <™, 
où l’on suppose que a,, est dans L*(Q,) pour tout s > 0 fini (’), 
mais où l’on n’a pas forcément a,, € L”(()). 
Pour u, » e H™°(Q,) on pose 


(2) a(u, ») = St a,, (a, t) DluD2y dx dt. 


On suppose l’opérateur A elliptique au sens suivant : 
(E) pour tout s > 0, il existe un nombre A(s) tel que, pour 
tout we F(Q,) on ait 


(3) Rea(u, u) + A(s)[uf > «(s) |ufro,» a(s)>O ("). 


On se propose de résoudre les problémes qui suivent. 


PROBLÈME 3. 1. — On donne une distribution T sur ( dont la 
restriction à Q, est dans F’(Q,) quel que soit s > 0. On cherche 
u solution de 


0 
(4) Au+u=T, 


telle que la restriction de u à Q, soit dans B,(Q,) ('') quel que 
soit s > 0. 

La condition « we B,(Q,) » équivaut (chapitre 1, Théo- 
remes 2. 2 et 4. 2) aux conditions 


@)  Y(Dw)=0 pour pi <m—1, 
(11) 130} 0. 
PROBLÈME 3. 2. — On donne T comme dans le problème 3. 1 


et on donne une fonction ® dont la restriction à Q, est dans 
%(Q,) pour tout s > 0 ('*). On cherche U solution de 


(5) AU+SU=T, 


(°) On rappelle que Q, = QnjO0<t<s}. 
(9 Jug f ule, 9p dea 
(1) On rappelle que B,(Q,) est l’adhérence dans @(Q,) des fonctions nulles au 
voisinage de I"). 
(22) »eD(Q.) signifie : 
veHr:0,(Q,), ~ veF'(Q,). 
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telle que, pour tout s > 0, on ait 


(6) U—dDeB,(Q,) (‘"). 

Vu (i) et (u), (6) équivaut à 

(’) y(D2U) = (D), Ip] <m—1, 
(i1’) LOIS QE Oe oh) 


Ce problème est done un problème aux limites de type mizte; 
la condition (ii’) est la condition initiale de Cauchy; les condi- 
tions (1) correspondent aux conditions de Dirichlet. 

Le probléme 3. 2 conduit naturellement au probléme suivant, 
que nous n’avons pas pu résoudre: on donne une fonction f 
localement de carré sommable sur [',, et une famille de fonc- 
tions g,, |p| <m—1, g, localement de carré sommable 
sur [’; trouver la condition nécessaire et suffisante portant 
sur f et g, pour qu'il existe une fonction ®, élément de -&(Q,) 
pour tout s > 0, telle que 


®(., 0) = f, y (DEP) = g,, [Pl m—1("). 


Notons maintenant que le problème 3. 2 se ramène aussitôt 
au problème 3. 1; en effet, posons u — U—®; ona 


0 
(7) Au+ ee om 
ou S=T—Ad—— ®, est dans F’(Q,) pour tout s > 0, et 


où u doit être dans B,(Q,) pour tout s > 0. Le problème 3. 2 
équivaut à la résolution dans ces conditions de (7), 1. e. équi- 
vaut au problème 3. 1. 

Le probléme 3. 4 est résolu par le 


Tutorime 3.1. — On suppose que © vérifie (R) et que A est 
elliptique au sens (E). Le problème 3. 1 admet alors une solution 


unique ('°). 


(38) Il s’agit bien entendu de la restriction de U — ® à Q,. On suppose aussi que 
la restriction de U à Q, est dans H(Q.). 

(14) Si » est dans Jb(Q.) on peut définir o(., t) (pour rt > 0 quelconque) fonction 
localement de carré sommable sur [.. Nous ignorons si y(., t) est dans L?(T-). 

(35) Si m— 1 et si la dérivée en ¢ est également dans L?, cf. Aronszajn [1] et 
Brelot [1] (radiales). Cf. également Nikolsky [1]. Sf 

(28) On peut résoudre un probléme analogue sous des hypothèses plus générales 
sur Q. Mais l'interprétation des conditions aux limites nécessite quelques dévelop- 
pements sur lesquels nous reviendrons. 
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On aura besoin du 


Lemme 3. 1. — On se place dans les hypothèses du Théo- 
rème 3. 1. Soit ge F'(Q,), s > 0 fixé quelconque. Il existe v 
unique dans B,(Q,) solution de 


ù 
(8) thy Aree Be 


DÉMONSTRATION. — 1) Prenons A(s) = À tel que (3) ait lieu 
et posons 9 = exp (At) æ 

On définit ainsi une trou qui est dans B,(Q,) en même 
temps que ». Comme A est un opérateur de dérivation en x (les 
coefficients de À dépendent de t, mais on ne dérive qu’en x): 
Av = exp(At) Aw. 

On voit donc que si ¢ est solution dans B,({2,) de (8), alors w 
est solution dans B,(Q,) de 


(A + A)w+ w= exp (— Af) g, 
et réciproquement. On voit donc que, quitte à remplacer A par 
A + A, ul suffit de démontrer le Lemme dans le cas où l’on a 
(9) Rea(u, u) Salujigy, 420, we F(Q,). 


2) On applique alors la théorie générale des n°5 1 et 2 
avec: F =F (Q;); 

46 = B*(Q,) (adhérence dans %(Q2,) des fonctions nulles au 
voisinage de I[’,); 46 est muni de la topologie induite par F; 


E(f, h)=a(f, h) fol 


le crochet désignant la dualité entre F(Q,) et F’ (Q,). 
On a les propriétés suivantes : 
a) la forme f— E(f, h) est continue sur F (évident); 


Le h) = Rea(h, k)—1/2 (Q e hy + La, ï)) > dia 


car 


Ca Or Aika a me of 
(Qu na) + Æ h, hy) >0 (chap. 1, corollaire = 2:)5 
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c) E(, h) = 0 pour tout he B(Q,) entraîne f= 0. 
En effet, écrivant d’abord que E(f, h)=0 pour tout h e D(Q,) 
on en déduit | 


ù 
Af+—f—=0; 
f+è f=o; 
comme Af est dans F’(Q,), il en résulte que sO FO), 
done que fe 8(Q,). On a toujours (cf. (8), n° 2): a 


(Af, hy) =alf, hk), he F(Q,) 


donc 


(10) aff +R h) Sddeinitonnéique BVO): 
On peut en particulier prendre h = f, donc 


(10 ali D + (RÉ F)=0 


Si maintenant h est pris dans B‘(Q,), on déduit de E(f, A) =0 
et de (10) que 


es h) af € < h) = () pour tout he B‘(Q.). 


Il en résulte (corollaire 4. 3, chapitre 1) que fe B,(,). 
Mais on sait alors (corollaire 4. 2, chapitre 1) que 


Cr P+ x) 
de sorte que (11) entraîne 
O>alfikag, donc f=0, c.q.f.d. 
3) Il résulte de a), b), c) de 2) que l'équation 
(12) E(v, h) = (8; hy,  pourtout heB‘(0,), 


admet une solution unique. | | | 
Écrivant (12) pour he 9(Q,), on en déduit que # vérifie (8); 
il en résulte que s est dans B(Q,) et que l’on a 


= v, h) + (e Th —(0 : pour tout he B(Q,), 
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d’où résulte (corollaire 4. 3, chapitre 1) que ¢ est dans B,(Q,). 
Donc si v est solution de (12), alors » est dans B,(Q,) solution 
de (8). 

Réciproquement si ¢ est solution dans B,(Q,) de (8), alors, 
par utilisation du corollaire 4. 3, chapitre 1, on voit que # est 
solution de (12) ce qui achéve ct demon du Lemme. 


Lemme 3. 2. — On se place dans les hypothèses du théo- 
rème 3. 1. 
Soit s' > s; soit ge F’(Q,), 


,), avec g’ = g dans Q),, 
Soit ¢' la solution dans B;(Q;) de 


ro) 
Av’ + ms pv! — £g. 
dt 
Alors v' = + dans ().. 
DEMONSTRATION. — Soit en effet w la restriction de o’ à Q,; 
w est dans B,(Q,) et vérifie 
ù 
Aw + —  — 
ri, 8 
de sorte que, vu l’unicité dans le lemme 3.1, on a w = pv, 
c.q.f.d. 
DEMONSTRATION DU THEOREME 3. 1. — Soit T, (resp. u,) la 


restriction de T (resp. u) à Q,; u, doit être dans B,(Q,), solu- 
tion de 


Au, ce Tu, = Ts 


ce qui admet (lemme 3. 1) une solution unique; on a donc déjà 
Punicité. Mais on définit une fonction u sur Q par u = u, 
dans Q, pour tout s >> 0 (lemme 3. 2); u est la solution du 
problème 3. 1, ce qui démontre le théorème. 


4. Conditions de croissance à l'infini. 
On fait dans ce n° les hypothèses suivantes, plus restrictives 
que celles du N° précédent : 
ap, € L”(Q) et il existe A tel que 
(E’) Rea(u, u) + Auf > auf, «> 0("), 
pour tout we F(Q). 


(17) Cette fois [ul = PACE t) P dx dt. 
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PROBLÈME 4. 1. — On donne T dans FQ). On cherche u 
dans F(Q), solution de 


(1) Au+—u=T, 
avec 
(2) u(., 0) =0('). 


Ce probleme diffère du problème 3.1 par les conditions de 
croissance à l'infini, plus restrictives dans le problème actuel. 


| THEOREME 4. 1. — On suppose que Q vérifie (R) et que (E’) a 
lieu. Alors le problème 4. 1 admet une solution unique. 


DÉMONSTRATION. — D’après le théorème 3. 1, on sait que 
l'équation (1) admet une solution unique sous la seule condi- 
tion «ue B,(Q,) » pour tout s > 0; a fortiori y a-t-il unicité 
sous la condition « ue #(Q) et (2) ». 

Il s’agit donc seulement de montrer que, sous l'hypothèse 
(E’) et T étant dans F/(Q), la solution obtenue au n° 3 est 
dans F(Q). 


En utilisant (E’) on se ramène, comme au lemme 3. 1, au 
cas où 


(3) Rea(u, u)>aluk(o, «>>0, pourtout ue F(Q). 


On utilise alors le théorème 1. 1 avec 
F = F(Q); 


% = espace 8(Q), muni de la topologie induite par F; 
ne) — 
E(f h) =alf, )—Cfh ah), 


le crochet désignant la dualité entre F et F'(Q). 
Ona: 


1 dE 0. da à 
ReE(k, h) = Rea(h, h) — 7(@ a h)+ er h, hy) Dante 
grâce à la proposition 4. 3, chapitre 1. 


(18) Si u est dans F(Q) et si (1) a lieu, alors <u est dans F/(Q), de sorte que 
u(., 0) a un sens. 
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Par conséquent (théorème 1. 1), il existe ue F(Q) vérifiant 
(4) E(u h)=(T, h) pour tout he d. 


Il en résulte d’abord (en prenant h dans D(Q)) que (1) a heu; 
donc u est dans #(()) et 


Cas h) + (a rh) = 0 


pour tout he@(Q); on peut en particulier prendre h dans 
B‘(Q,); on en déduit, à l’aide du corollaire 4. 3, chapitre 1, 
que (2) a lieu, ce qui démontre le théorème. 


5. Cas des ouverts cylindriques. 

On suppose dans ce n° que (= w X ]0, + o[, w étant un 
ouvert quelconque de R? (‘); on donne A comme au n° 3. On 
peut améliorer quelque peu le théorème 3. 1; on a: 


.TnéorRÈèmE 5. 1. — Soit w un ouvert quelconque de Ri, 
Q = vw x ]0, + w{; on donne A vérifiant (E) (n° 3). On donne T, 
élément de F'(Q,) pour tout s fini et on donne fe L*(w). Il 
existe un élément u et un seul tel que 


0) 
(1) Au + sauts Le 
avec 
(2) ueF(Q,) pour tout s>0, 
(3) u(., 0) =f. 
DémonstRATION. — On sait (proposition 3. 3, chapitre 1) 


qu'il existe De RQ) avec D(., 0) =f; ® étant choisie, 
posons # = u—9®; alors » est dans B,(Q,) pour tout s > 0 et 


4 1% of pris 
(4) Av + = S, 


où S= T—Ab—— est dans F’((),) pour tout s > 0. 


Si w est « régulier » de sorte que (R) a lieu, le théoréme 3. 4 
montre que # existe et est unique, ce qui démontre le théo- 
réme. Mais l'existence et Done de » se démontre dans le 


(1) Comme w est aus (R) n'a pas forcément ou 
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cas « w quelconque » comme le théorème 3. 1; il suffit d’utiliser 
la proposition 3. 5 au leu du corollaire 4. 3, chapitre 1, et 
la proposition 3. 2 (d’où l’on déduit aussitôt le signe de 


Re( u, u) au lieu du corollaire 4. 2, chapitre 1. 


6. Cas des systèmes différentiels. 
On désigne par (m) la famille 


(m) = (m,, ..., my) 
de N nombres entiers > 0. On considère l’espace produit 
H™*(0) = H°(Q) x. x He *(Q); 


siu=(u,, ..., ux)eH®°(Q) (ie. u;e H"*°(Q)), on pose 
5 i=N 
[D™ ul — > [Du 
pet 


muni de la norme |D‘"*‘u|, l’espace H°”°(Q) est un espace de 


Hilbert. On désigne par 
Hy-*(Q) = F (0) 

l’adhérence de ®D(Q)* dans H™ OR u e F(Q) équivaut à 
« u,e H™ (Q) » pour tout i—1, ..., N. = ert 

On désigne par F’(Q) Vadpace satel de F(Q); Te F(Q) 
équivaut a 

T=(T,,..., Ts), Tre (HO), Fah N. 
On définit de la méme facon: 
H™°(Q,), FQ),  F(Q). 
On donne sur 2 une famille de fonctions : 
ail,: x, t->ai,,(z, t), (SS Pees p= (pp. a PA 


G= (ds .…. n)s 
avec 


(a). ai,eL7(Q,) pourtout s>0; 
À à) pet aye 0 a |p| > m; ou si |al > mj. 
Pour u, ¢¢ H™(Q,), on pose 


(1) alu, = Bie ail,(x, t)D£u, Div;dx dt. 
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Si ve D(Q), on a 


où le crochet désigne la dualité entre D’(Q)* et D(Q)* avec 
(3) Au= ((Au), ..., (Au), 

et 
(4) (Au), = 2 (—1)rD{(af,(x, t) D2u)). 


Grâce aux hypothèses faites sur a!/,, (Au), est dans (H™ °(Q))’, 
de sorte que, par prolongement par continuité, (2) est valable 


pour tout 9 e F(Q). 

On suppose que A est elliptique au sens suivant (*) : 

pour tout s > 0, il existe A(s) tel que 
(E”) Rea(u, wu) u) + A(s ju k Sas (s)| D™ une 
a(s) => 0, pour tout ue F(Q, \ 

On introduit également l’espace £(Q) des ue F(Q) tels que 
PC lines Fm) € F’(Q), muni de sa topologie natu- 
relle; on peut alors définir 


U(. 910) = hu.bo00), i. ., ua, O)), 
élément de l’espace L*(I’,)*. 
ProBLème 6. 1. — On donne T e F’(Q,) pour tout s > 0; 


> See 4 > 
trouver u sur Q, dont la restriction à Q, est dans F(Q,) pour 
tout s > 0, tel que 


> d = > 
avec 
(6) u(., 0)=0. 
THÉORÈME 6. 1. — On suppose que Q vérifie (R) et que le 


systéme A est elliptique au sens (E"). Dans ces conditions le 
problème 6. 1 admet une solution unique. 


(7°) Cf. Nirenberg [1]. 
ee) [uly = > [uit de a 


Lez le. 
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DÉMONSTRATION. — Tout revient (par le même procédé 
qu'au théorème 3. 1) à trouver ve F(Q,), avec 
> Or > 
(7) Av + AP THB: 


où ge F’(Q,), avec la condition 
(8) p(., 4 = 0, 
A vérifiant (E") avec A(s) = 
) 


Pour résoudre (7), (8), on Bie, le théorème 1, 1 avec 
L 


F = F(Q); ®=B*(Q), i 


> 
e. l’espace des “= (Uy, ..., Un) avec 


u; € H7 LE}, Nu u; € (Hy Ain u;( oF s) — 0; 


EG Hal D—( DD 
et on termine comme au n° 3. 


GENERALISATION. — Soit R une matrice £(C%; C\). 


ProëLème 6. 2. — On donne T comme dans le problème 6. 1. 


> : x zee 
Trouver u, vérifiant les mémes conditions que dans le pro- 
bléme 6. 1, solution de 


(9) Au + > Ru=T. 


Sous les hypothèses du théorème 6. 1 et si R est strictement 
positive, le problème 6. 2 admet une solution unique. 


7. Etude de la stabilité (I). 

Soit Q fixé vérifiant (R); on donne A comme au n° 3 et une 
suite d'opérateurs A’: 

(4) Af=2(—1)PIDe(a(x, D), [ph lg<m 
les fonctions ai, étant dans L*(Q,) pour tout s fim; pour 
u, ye H™(Q,), on pose 

(2) a'(u, ¢) =X ai(x, t) DiuDrs de dt. 

12 
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On fait les hypothèses suivantes : 


‘pour tout s > 0, il existe A(s) et a(s) > 0 
\sndépandanes de 1, tel que, pour tout 
ue F(Q,), on ait 

Reaï(u, u) + A(s)|u|? > «(s)|D™°u)’; 
| lorsque i 00, on a, pour tout u, s e F(Q,): 


|a'(u, ¥) — au, ¥)|<e|D™°ul|[D™°r|, €, —0. 


(S 1) 


(S 

Tutorime 7. 1. — On suppose que Q vérifie (R) et que (S41) et 
(S2) ont lieu. On donne T' (resp. T) dans F’(Q,) pour tout s 
avec T'—> T dans F’(Q,) lorsque i — «©, quel que soit s. Soit w' 
(resp. u) la solution de 


(3) Au! + <ul =T 
(resp. 
(4) Au+—u=T), 


avec u' (resp. u) e B,(Q,) pour tout s > 0. Dans ces conditions, 
u' > u dans B,(Q,) pour tout s > 0. 


Demonstration. — Vu le lemme 3. 1 et (S1), on peut sup- 
poser que l’on est dans {),, s fixé, et que (S1) a lieu avec 


À(s) = 0. Sis est quelconque dans F(Q,), on déduit de (3) et (4) : 
a‘(u', v) + (à u!, ?) = °T 1), 
a(u, ») + (= u, °) Sel Lap 
d’où 
(5) ai(u'—u, ¢ + (Eu), 7) 
= a(u, »)—a'(u, ¢) + (T'—T, 9.) 


On prend dans (5) » = u'—u (ce qui est loisible) et l’on 
prend les parties réelles des deux membres; on sait (corol- 


laire 4. 2, chapitre 1) que si we B,(Q,), Re( à No, 
donc 


a(s)/D™°(u'— u)| <e,|D™°u| + IT Trou» 


ce qui démontre le théoréme. 
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8. Etude de la stabilité (II). 

Soit Q' un ouvert avec Q'cQ; si we D(Q'), on désigne 
par u la fonction u prolongée a (Q par 0 hors de 1; ona’: 
\D™°u| = |D™°u|, de sorte que l’application uw se prolonge 
par continuité en une application, encore notée u— u, linéaire 
continue de F(') dans F({). 

On suppose que {) et les ()' vérifient (R). On donne dans Q 
Yopérateur A comme n° 3; donc A est elliptique au sens (E) 
dans Q (cf. n° 3); alors A, considéré dans {2', est également 
elliptique au sens (E) dans ©. Soit T donnée dans Q avec: 
Te F’(Q,) pour tout s fini. Soit u (resp. u') la solution de 


1 Lu 
(1) Au+—u=T, 
(resp. 

(2) Au' + “ wl sels 


où T' est la restriction de T à ' (*)), avec 


ue B,(Q;), u' = B, (23), 
pour tout s, 
Qi —O'n {(0<t<s}. 


TutorEme 8. 1. — On suppose que les Q' et 2 vérifient (R), 
Nt eS tee ee eg, CB Q, et que A est elliptique au 


sens (E). Alors u' > u dans F(Q,) faible pour tout s fini, lorsque 
i— ©. 


DémonsrrATION. — Comme d’ordinaire on se ramène au 
cas (,, s fini, et Re a(u, u) > a|ul\ixg) pour tout ue F(Q,). 
La même inégalité a lieu pour tout we F(). On déduit de 


cela, et de (2) (dans 2:) que 
a|u'| eo’ < IT} F'(Qi) < constante, 
donc 
PAPAS < constante. 


Par conséquent, de toute suite w/ on peut extraire une suite 
ä* convergente dans F({2,) faible vers une limite ». Alors 


(#2) T! est dans F’(Q;) pour tout s, 
Qi = Qinfo<t<s}. 
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Ait» Av dans F/(Q,) faible; — iit t_, D, dans D(Q,), d’où 
; AS ot 
l’on déduit que 
ù 
RES CE Le 
Ap + oh - 


ceci entraîne que # est dans %(Q,). Par ailleurs soit (° fixé; 
pour k > u, 


Pre | dans F’(Q) faible. 
dt dt 


Comme u“(.,0) — 0 dans I’, il en résulte que v(., 0) — 0 
dans le, et ceci quel que soit i,; donc se B,(Q,) et par consé- 
quent # = u. Il en résulte que u' — u dans F(Q,) faible. 


ce. q. f- 4° 


9. Étude de la stabilité (III). 
On donne dans () l’opérateur A comme au n° 4, elliptique au 
sens plus restrictif suivant : 


(E”) Realu, u) >alulo, _«>0, pour tout ue F(Q). 
Dans ces conditions, si T est donnée dans F’(Q), l’équation 


(1) eT RE OS 


admet une solution unique. 
Par ailleurs, pour tout « > 0, il résulte aussitôt du thés 
4. 1 que l'équation 


(2) Auf dass 
dt 
sous les conditions: u, e F(Q), u.(., 0) = 0, admet une solution 
unique. : 


THÉORÈME 9. 1. — On suppose que Q vérifie (R) et que (E”) 
a lieu. 
Lorsque e—0, u.—u dans F(Q). 


DÉMONSTRATION. — 1) On déduit de (2): 


(3) RTS es ae w) ater Ey 
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Mais si ue 8(( a avec u(., 0) = 0, on a: 


a, a) + ms eH) =OC (*). 


Alors (3) donne 
Real(u., u.) = Re<T, u.), 
ce qui, avec (E”) donne 
[u.|rço) < constante. 


Donc de toute suite u., &—>0, on peut extraire une suite u. 
avec 


(4) u— dans F(Q) faible. 
Il en résulte que Au.,— Av dans F'(Q) faible, 


£j 


dy,_-0 dans 9'(Q), 

dbter 

donc av = T, et comme » est dans F(Q), » = u, donc 
(5) u.—u dans F(Q) faible. 


2) Compte tenu de (E”), on aura démontré le théorème si 
l’on montre que 


(6) X.— Rea(u.—u,u.—u)—0 lorsque € — 0. 
Or 
X. = Re(T, u.) + ReT, u) — Re<T, Me) — Rea(u., u) 


Re(ÇT, u)— a(u., u)). 
a(u,, u) + ee ue, i) = (T, wu) 


X,= Re: (+ ue, u) 
x ot 
—T__Au,>T—Au=0 dans F/(Q) faible, donc 
ee Us, uy mere 0, 
ot 
donc X.—0, c.q.f.d. 


(33) Conséquence de la proposition 4, 3, chap. i 


Mais 


donc 
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SUR LE RÔLE DE LA FRONTIÈRE DE R. S. MARTIN 
DANS LA THÉORIE DU POTENTIEL 


par Me, Linda NAIM. 


INTRODUCTION (*) 


4. La théorie du problème de Dirichlet a connu ces dernières 
années un important développement, en particulier pour géné- 
raliser dans diverses directions la théorie ordinaire du cas 
euclidien basée sur la méthode des enveloppes de Perron-Wiener- 
Brelot [1]. Dans l’une de ces directions, on conserve les fonctions 
harmoniques et on généralise peu le domaine; on opère toute- 
fois sur les «espaces de Green» introduits par M. Brelot et 
G. Choquet [20], contenant par exemple pour deux dimensions 
les surfaces de Riemann hyperboliques ; mais l’extension porte 
surtout sur la frontière, obtenue non pas nécessairement comme 
frontière dans un espace de Green plus grand, mais par complé- 
tion à partir d'une métrique quelconque compatible avec la topo- 
logie dans l’espace de base; de plus les conditions-frontiére, 


au lieu de porter sur des fonctions sousharmoniques ou surhar- 


; u : £ th : 
moniques u, portent sur ne h étant une fonction harmonique 


> 0 fixée. Nous considérerons seulement ici deux axiomatiques 
correspondantes (M. Brelot et G. Choquet [20], M. Brelot [18]) 
qui englobent, outre le cas euclidien classique, divers autres 
problémes comme ceux relatifs à la frontière «ramifiée» [7] 
ou «géodésique» [20], la frontière de Stoilov des surfaces de 
Riemann [39] ou celle de R. S. Martin [17]. 


L’allure d’une fonction harmonique ou surharmonique a 


_ (*) Pour mieux situer les présentes recherches dans la théorie du -potentiel, voir 
les articles historiques et bibliographiques [15], [16] et surtout [12]. : 
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la frontière de son domaine de définition a aussi été fort 
étudiée, mais les résultats connus, à part l’approche sur des 
lignes de mouvement brownien (J. L. Doob [27] [28]), ne 
concernent que des cas particuliers importants, comme les 
fonctions à intégrale de Dirichlet finie, les solutions de divers 
problèmes de Dirichlet, les fonctions harmoniques ou surhar- 
moniques positives étudiées au voisinage d’un point-frontière 
irrégulier (M. Brelot [8]), ou bien une frontière euclidienne 
assez régulière comme dans l’étude par Mme J. Lelong-Ferrand 
[32] des fonctions surharmoniques => 0 dans un demi-espace. 

Dans toutes ces questions, et dans bien d’autres, est apparu 
l'intérêt d’un usage beaucoup plus large de la frontière 
de R. S. Martin (‘), introduite par son auteur pour étendre 
l'intégrale de Poisson-Stieltjes selon une représentation intégrale 
des fonctions harmoniques > 0 dans un domaine (qui peut être 
plus généralement un espace de Green). On en connaît 
maintenant le lien étroit avec la théorie des éléments extrémaux, 
qui selon un thécréme récent de G. Choquet, fournit aussi cette 
représentation intégrale. D’autres applications de cette frontiére 
ont été données, comme une forme générale du principe des 
singularités positives de Bouligand et une extension du pro- 
blème d’existence et d’unicité de Cauchy (M. Brelot [9]), 
et surtout le développement du problème de Dirichlet corres- 
pondant (M. Brelot [17][18]), dit problème de Dirichlet-Martin, 
contenu dans la deuxième axiomatique qu’il a suggérée et que ce 
mémoire va essentiellement prolonger. 

Le présent travail mettra donc en relief le rôle privilégié 
de la frontière de Martin dans les deux questions de théorie 
du potentiel soulignées plus haut: allure à la frontière des 
fonctions surharmoniques >0 et problème de Dirichlet. 
L'outil essentiel et nouveau sera une notion d’effilement en 
un point de la frontière de Martin, notion inspirée de l’effile- 
ment classique en un point intérieur [3], et qui dans le cas 
très particulier du demi-espace, équivaut à l’une des notions 
introduites par Mme Lelong dans ce cas pour caractériser 
diverses raréfactions d’ensembles au voisinage de la frontière. 
Il en dérive une notion de pseudo-limite, plus faible que la 


(') Voir la théorie originale dans [33]. On trouvera un historique dans [26], des 
compléments dans [9] et [40], et un nouvel aspect de la question dans [18]. 
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limite selon la topologie de Martin, et qui semble bien adaptée 
à toute notre étude. 

Il sera ainsi possible d’établir des propriétés générales de 
pseudo-limites pour le quotient d’une fonction surharmonique 
> 0 quelconque par la fonction de Green, ou par une fonction 
harmonique > 0 fixée; elles contiennent la plupart des résultats 
obtenus par M™ Lelong dans le cas particulier du demi-espace. Il 
en résulte une forme très améliorée du principe du maximum où 
de nouvelles conditions-frontiére s’expriment à l’aide de l’effile- 
ment ou de la pseudo-limite. 

Grâce à ces résultats, l’usage systématique de la frontière de 
Martin dans l’étude axiomatique du problème de Dirichlet 
permettra d'établir l’équivalence des deux axiomatiques 
précitées, et d'étudier l'allure à la frontière de la solution 
dans le cas le plus général. Cela s’appliquera en particulier 
à la frontière de Martin, où l’on peut aller plus loin que dans 
le cas général, et étendre les traits essentiels de la théorie 
classique. Enfin, par une correspondance convenable établie 
entre la frontière de Martin et toute frontière pour laquelle 
la théorie du problème de Dirichlet est possible, on ramènera 
le problème de Dirichlet le plus général à un problème analogue 
relatif à la frontière de Martin, ce qui souligne le caractère 
en quelque sorte universel de cette frontière. 


2. Donnons un aperçu un peu plus détaillé de ce travail: 
Dans un premier chapitre de préliminaires, on rappelle les 
notions indispensables sur les espaces de Green, la théorie de 
l’extrémisation (ou balayage) dans un espace de Green, et 
la frontière de Martin A, dont la réunion avec l’espace fonda- 
mental Q est l’espace de Martin \. Pour tout point x € À, 


ay _etkole 
on sait que la fonction de Green «normalisée » Ate lst eQ, 


y, fixé e Q)ouK(x, y) admet, pourz—x,, une limite (harmonique) 
K(2,, y) qui correspond biunivoquement à æ,; les points 2% 
appelés minimaux correspondent à certaines de ces limites, dites 
minimales et jouissant de propriétés extrémales. Suivent de 
brèves indications sur les théories axiomatiques du problème 
de Dirichlet pour des frontières générales. | " 
Le chapitre 1 introduit la notion d’effilement à la frontière 
de Martin: Veffilement d’un ensemble EcQ en un point 
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a) <A est caractérisé, si a) n’est pas isolé de fx} UE, par 
l'existence d’une mesure m > 0 sur {2 telle que 
[K (a, y) dm (y) < lim inf JK (a, y) dm (y). 

La théorie du potentiel fournit, par un balayage, des critéres 
essentiels. On en déduit par exemple une caractérisation 
nouvelle des points minimaux, qui se trouvent étre les points 
de A où Q n’est pas effilé. La pseudo-limite en un point-frontière 
x (nécessairement minimal) signifie la limite prise selon le 
filtre formé des ensembles de complémentaire effilé en 2; 
elle vaut la limite prise dans © hors d’un ensemble convenable 
effilé en z,. 

L'introduction d’un nouveau noyau O(x,y) prolongeant 


convenablement dans © le quotient (7, y) » et Pétude 
G(x, yo) G(Y; Yo) 
des potentiels-O correspondants permettent de montrer un 
autre aspect de l’effilement. C’est ainsi que la pseudo-limite 
apparaît comme la limite selon la topologie la moins fine 
rendant continus les potentiels-O, dite topologie fine. Toutefois 
ces potentiels n’interviennent plus guère dans la suite, et le 
paragraphe qui en traite peut être laissé de côté. 
Quelques propriétés des domaines partiels complètent ce 
chapitre. 
Le chapitre 11 étudie l’allure à la frontière A d’une fonction 


surharmonique # >> 0. On montre essentiellement que im 
T, Yo 


admet en tout point minimal une pseudo-limite > 0 finie ou + «, 


et que, pour 2% minimal, Keone) admet en x, une pseudo-limite 
0» 


finie >0. Puis, grâce à une étude de l’extrémisation d’une 
fonction harmonique h > 0, on voit que si » est un potentiel 


9 , ni 1e 
de Green, > admet à la frontière une pseudo-limite nulle 


sauf sur un ensemble h-négligeable (c’est-à-dire de h-mesure 
harmonique nulle); il s’y rattache une caractérisation des 
ensembles sur lesquels l’extrémale de h est un potentiel de 
Green. Le cas particulier du demi-espace est examiné en détail. 
Le chapitre rv donne d’abord dans { une forme nouvelle 
du principe du maximum, où la condition-limite est imposée 
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non sur un voisinage du point-frontière mais seulement sur un 
ensemble non effilé en ce point; il s’ensuit par exemple la nullité 
de toute fonction harmonique dont le quotient par une fonc- 
tion harmonique À > 0 fixée est borné et admet en tout point- 
frontière hors d’un ensemble h-négligeable arbitrairement 
choisi, une pseudo-limite nulle ou seulement une limite nulle 
sur un ensemble non effilé en ce point. 

Puis on étudie l'allure à la frontière de la solution du pro- 
blème de Dirichlet-Martin. Ici encore la notion de pseudo- 
limite se substitue à la limite ordinaire et permet d'adapter 
le résultat classique fondamental sur le partage des points- 
frontière en points réguliers où la solution prend la valeur 
de la donnée pour toutes les données finies continues et en 
points irréguliers qui n’interviennent pas dans la résolution 
du problème de Dirichlet. 

Un dernier chapitre traite surtout des applications de la fron- 


r 


tière de Martin a l’étude axiomatique du problème de Dirichlet, 
pour tout espace compact métrisable Q dont © est un sous- 


espace partout dense de frontière L = Q — 0. 

A tout point minimal a € À, tel que le filtre formé des 
ensembles de complémentaire effilé en 2% soit convergent 
dans (, on fait correspondre le point limite sur [’, dit pôle 
dans © de la fonction minimale K(ao, y). Cela définit une applica- 
tion ® d’un sous-ensemble de A, noté A‘, sur un sous-ensemble 
de L, et l’on montre de manière essentielle que si le problème 


pour {) s'intègre dans la deuxième axiomatique [18] relative 
à une certaine fonction harmonique h> 0 dans 0, les complé- 
mentaires respectifs sont h-négligeables, c’est-à-dire négligeables 
au point de vue du problème de Dirichlet pour les frontières À 
et [' respectivement, et la fonction h. | 

Il en résulte l’équivalence pour Q des deux axiomatiques 
connues et si l’une de ces deux axiomatiques s'applique a 
’espace Q, la solution la plus générale correspondant à une 
donnée f sur |’ se trouve égale à la solution du problème de 
Dirichlet relatif à la frontière de Martin et à la donnée fi 
définie hors de l’ensemble négligeable A — À; par fi = fe®. 

Cette correspondance entre les frontières a d’autres apphi- 
cations : lorsque chaque point-frontière de [ forme un ensemble 
h-négligeable, les quotients par h des fonctions minimales dans Q 


188 LINDA NAÏM 


sont non bornés; il s’ensuit par exemple que dans les domaines 
euclidiens plans ou bornés, les fonctions minimales sont non 
bornées. On donnera aussi quelques résultats généraux dans 
l'étude d’un phénomène « d’action à distance » dans le pro- 
blème de Dirichlet, qui se manifeste, comme on le sait dans 
le cas euclidien par exemple, par le fait que la solution peut 
être non bornée au voisinage d’un point-frontière, bien que 
la donnée soit bornée au voisinage de ce point. 

Cette étude a été résumée dans quatre Notes aux Comptes 
Rendus de l’Académie des Sciences (L. Naim, [35] [36] [37] [38]). 

Les présentes recherches posent bien des questions et 
quelques-unes seront explicitées; mais il faudrait aussi appro- 
fondir les relations de la frontiére de Martin avec la théorie 
des lignes de Green (trajectoires orthogonales des surfaces de 
niveau de la fonction de Green) (voir [20] [13] [29]) ou avec celle 
du mouvement brownien (selon les idées de J. L. Doob [27] [28]), 
théories qui introduisent de nouvelles conditions aux limites, 
ou encore avec la nouvelle frontiére idéale de Kuramochi [30]. 
D’autre part, bien que notre étude utilise la théorie fine du 
potentiel classique, on peut espérer une extension systéma- 
tique aux solutions de certaines équations aux dérivées partielles 
de type elliptique [34], ou même à certaines familles de fonctions 
dans les espaces topologiques généraux pour lesquels on a déjà 
développé des axiomatiques d’un problème du type de Dirichlet 
qu’il s'agirait de poursuivre (G. Tautz [41], J. L. Doob [28], 
M. Brelot [19]). 

Je suis heureuse de pouvoir exprimer ici ma profonde 
reconnaissance à M. Marcel Brelot, dont les conseils, les 
suggestions et les constants encouragements m'ont été si 
précieux, et à qui je dois l’essentiel de ma formation mathé- 
matique. Je remercie M. Henri Cartan qui m’a fait l'honneur 
de présider le Jury, et M. Laurent Schwartz qui a bien voulu 
me donner le sujet de la seconde thèse. Mes remerciements 
vont également à M. Gustave Choquet qui a accepté de se 
joindre au Jury lors de la soutenance. 


CHAPITRE PREMIER 


PRÉLIMINAIRES 
I. — Rappel de notions sur les espaces de Green. 
3. Espaces de Green. — Rappelons [20] qu’un espace & 


est un espace topologique connexe séparé satisfaisant aux 
conditions suivantes : 
a) À chaque point æ est associé un voisinage ouvert ®, 


et un homéomorphisme de Ÿ, sur un ouvert VU, de l’espace Rt 
(déduit de l’espace euclidien R* à r>2 dimensions par 
Yadjonction d’un point à l’infim f- qui le rend compact). 

b) Si l'intersection de deux tels voisinages n’est pas vide, 
les images correspondantes sont, par l'intermédiaire des 
deux homéomorphismes, dans une correspondance isomé- 
trique, ou aussi, dans le cas r = 2, seulement conforme. 

Cette correspondance peut étre directe ou inverse. 

On démontre que &, localement compact, est métrisable 
et dénombrable à l’infini (réunion dénombrable de compacts). 
Dans le cas de structure isométrique, tout point dont l’image 
dans !, est à l'infini, ce qui est indépendant de x, est dit 
point à l’infini; ces points forment un ensemble dénombrable. 
On les évite dans le cas de structure conforme en prenant 
toujours Ÿ, dans R°. 

Les espaces & comprennent en particulier les surfaces 
classiques de Riemann, les variétés analogues à deux dimen- 
sions, mais non orientables, et aussi les espaces métriques 
connexes localement euclidiens, dont la structure est définie 
par l’isométrie locale avec purs 

L’harmonicité, la sous ou surharmonicité dans un ouvert 
de & sont définies par les mêmes propriétés locales sur l’image, 
ce qui implique la connaissance de ces notions au voisinage 
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de R. dans R° (voir [4]). A toute fonction » surharmonique 
dans un ouvert de & correspond localement, donc globale- 
ment, une mesure positive « associée » (on dit aussi des masses 
associées) qui est sur toute image locale la mesure associée à » 


au sens de la théorie dans R°. Un ensemble de & est dit polaire 
s’il existe localement une fonction surharmonique valant + 0 
au moins sur lui; «quasi-partout » signifie « sauf sur un ensemble 
polaire ». Une fonction est quasi-surharmonique si elle vaut 
quasi-partout une fonction surharmonique, dite régularisée, 
et nécessairement unique. 

S'il existe dans 6 une fonction surharmonique >0O non 
constante, l’espace est dit espace de Green. Il existe alors 
pour tout point x une fonction minima dans &, qui soit surhar- 
monique > 0 et dont les masses associées contiennent la masse 
+1 en x; elle est harmonique hors de x, atteint en x seulement 
son maximum (fini ou infini suivant que x est à |’infini ou non); 
c’est la fonction de Green de pôle x, G,(y), symétrique en x 
et y, notée aussi G(x, y). 

Le potentiel de Green d’une mesure positive m dans & est 
par définition la fonction v(x) = e G(x, y) dm(y); il est par- 
tout infini, ou bien surharmonique, harmonique hors du 
support fermé de m, et de mesure associée identique à m. 
Un ensemble polaire est caractérisé par l’existence d’un poten- 
tiel égal à + oo sur lui. Si une fonction surharmonique admet 
une minorante harmonique, elle vaut la somme du potentiel de 
Green d’une mesure > 0 et de la plus grande minorante har- 
monique. 

L’effilement [3] d’un ensemble E de & en un point a équi- 
vaut, si æ n'est pas isolé de fx} uE, à l’existence d’un 
potentiel de Green » d’une mesure >0 dans & tel que 
#(to) < liminf v(x), avec la restriction que x, ¢E si x, est un 

telah Sagas 

point à l'infini de & et si t>3. Les points d’un ensemble 
où il est effilé forment un ensemble polaire, réunion dénombrable 
d’ensembles fermés dans 6. Les ensembles contenant un point x, 
et de complémentaire effilé en x, sont les voisinages de ce 
point dans la topologie la moins fine sur & rendant continus les 
potentiels de Green, topologie introduite par H. Cartan [21], 
et appelée par lui topologie fine. 


ee 
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4. Le problème de Dirichlet « ordinaire » pour un ouvert contenu 
dans un espace de Green. — A tout espace de Green Q, 
qui est nécessairement non compact, on adjoint un point 
d’Alexandroff + qui le compactifie selon l’espace 12’, et on 
étudie comme suit [20], pour un ouvert partiel w de {), le 
problème de Dirichlet «ordinaire » relatif à la frontière de w 
dans ()’. 

Si f est une fonction réelle sur cette frontière, on considère 
les fonctions qui sont, dans chaque domaine composant ; de w, 
sousharmoniques ou — ©, et dont chacune est bornée supé- 
périeurement et de lim sup <f en tout point-frontière de w; 
l'enveloppe supérieure H° est dans chaque w;, + ©0,—% ou 


harmonique, et égale à H% (où f est prise sur la frontière de 0). 
Définition analogue de H°, qui vaut —H”,, et Hee AY, 

L’égalité avec une fonction harmonique H’, dite solution, 
définit la résolutivité de f. Toute fonction finie continue est 
résolutive, et la fonctionnelle H?(x) définit, pour x fixé, une 
mesure > 0 m° sur la frontière, dite mesure harmonique en x 
relative à w. Pour w connexe, la résolutivité de f équivaut à 
la sommabilité-dm? de f pour un ou tout point x, et la solu- 
tion s'écrit 


H(z) = [ fam’. 


Si f est résolutive, la solution H? vaut, dans tout ouvert 
partiel w,, Hÿ: où f, vaut H? dans w et f sur la frontière de w. 

L’étude de l'allure de la solution au voisinage d’un point- 
frontière situé dans ( se ramène, vu le caractère local, aux 
cas classiques antérieurs. Un tel point x est dit régulier si 
pour toute fonction f finie continue, H°(c) f(x), ce qui 


T> T0 
équivaut à l’existence au voisinage de x, sur w d’une fonction 
surharmonique > 0 tendant vers 0 en x, et de borne infé- 
rieure >0 hors de tout voisinage de 2). L'irrégularité d’un 
point x, pour w équivaut à l’effilement en x, du complémen- 
taire, et les points-frontière irréguliers forment un ensemble 
polaire. 

Le rôle spécial du point d’Alexandroff JA demande une étude 
particulière qu'on ne rappellera pas 1c1. 

Pour une fonction ¢ dans {}, on note ® la fonction prolongée 
par 0 en . 
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5. La théorie de l’extrémisation ou du balayage. — La 
théorie dite le plus souvent du « balayage » a été développée 
de diverses manières; dans [5] elle a, sous le nom d’extrémisa- 
tion, une forme qui s'applique immédiatement à un espace 
de Green et à une fonction surharmonique > 0 quelconque et 
que pour cette raison nous adopterons icl. 

Rappelons que l’extrémale d’une fonction surharmo- 
nique » > 0 relativement à un ensemble E € Q (ou plus briéve- 
ment sur E) est par définition la plus petite fonction surhar- 
monique >0 majorant » quasi-partout sur Q—E; eile 
minore 9, l’égale quasi-partout sur ( —E, et en tout point 
de Q où Q — E n’est pas effilé. On la note 67, et le passage 
de v a & s’appelle extrémisation de ¢ relative à E ou sur E. 

6? croît quand E décroit; elle est harmonique à l’intérieur 
de E, et si E est ouvert, elle y vaut la solution H/. 

* 


Lorsque » est le potentiel de Green d’une mesure m> 0, 
c’est-à-dire une fonction surharmonique >0O dont la plus 
grande minorante harmonique est nulle, il en est de méme 
de l’extrémale, et la mesure associée m’ est dite extrémisée 
de m relativement a E (ou sur E). Le passage de ma m’ s’appelle 
extrémisation de m relativement a E (ou sur E), ou encore 
balayage de m relativement à (1 E. L’invariance d’un poten- 
tiel par extrémisation sur E équivaut à ce que la mesure 
associée ne charge (*) pas l’ensemble des points d’effilement 
de (1, et si l’on note ¢, la mesure définie par la masse + 1 
en x, l’extrémale sur E de toute » surharmonique > 0 admet 
la représentation intégrale 


Ex) = f o(y) deu (y). 


. , r = | / 
Si E est ouvert, l’extrémisée ¢, est, pour tout xe E, la res- 
triction à @ de la mesure harmonique en x relative à E. 


Il. — La frontière de R. S. Martin. 
6. L'espace de Martin 0. — La théorie originale de 
R. 5. Martin [33] peut s’adapter à un espace de Green (). On 


(?) Le substantif charge signifie mesure; ne pas charger un ensemble signifie 
« donner la valeur 0 à la mesure de cet ensemble ». 
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peut d’abord caractériser la frontière de Martin de la façon 
suivante [18]: 


Soit K(2z, y) = kg 4) la fonction de Green « normalisée » 


G(x, yo) 

en un point fixé y)¢, prise égale à 1 pour x et y en y. Il 
existe un espace compact () unique à un homéomorphisme 
près, dont © soit un sous-espace partout dense (donc ouvert 
dans () et de frontière Q—(Q), tel que K(x, y) admette, quel 
que soit ye), une limite quand ze) tend vers un point- 
frontière quelconque 2, et que la fonction-limite, notée 
K(a, y) et nécessairement harmonique > 0 en y, corresponde 
biunivoquement à 2. 

Alors K(z,y) est continue de l’ensemble (x,y) pour ze 0, 
ye. 

Cet espace Q est métrisable et indépendant du choix 
de yp. Il complète l’espace (2 pourvu d’une métrique conve- 
nable compatible avec sa- topologie, par exemple une mé- 
trique prolongeant dans {) la distance (x,,x,) définie par 
sup |K(z,,y) — K(a.,y)| hors d’un compact à € Q,(yo e 5 ouvert 
yee 


coca). C’est l’espace de Martin, et —Q est la frontière 
de Martin, notée A. 


7. Représentation intégrale des fonctions harmoniques > 0. — 


Pour toute mesure de Radon p > 0 sur A, | K(x,y)du(a) 
est une fonction harmonique > 0 de ye Q, et l’on peut repré- 
senter ainsi toute fonction harmonique > 0 dans @. 

La question d’unicité d’une telle représentation se traite 
grâce à l’introduction des fonctions minimales. D’après Martin, 
on appelle minimale dans 2 toute fonction harmonique > 0 
telle que toute autre inférieure lui soit proportionnelle. Les 
fonctions minimales sont à un facteur près les K(z,y) pour x 
appartenant à une certaine partie non vide À, de À, qui est 
une intersection dénombrable d’ouverts, et dont les points 
sont dits minimaux; et il existe une représentation unique 
du type indiqué, dite canonique, pour laquelle la mesure p, 
dite aussi mesure canonique associée, ne charge que A,. Une inéga- 
lité entre deux fonctions harmoniques > 0 entraîne la même 
inégalité pour les mesures canoniques. 


On note A, l’ensemble des points non minimaux, qui peut 
13 
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être non vide, et pour x quelconque e À, il sera commode 
de noter K,(y) la fonction surharmonique > 0, K(z, y). Enfin 
tout point minimal æ sera dit pôle de la fonction minimale 
K(a, y). (Voir chapitre v.) 

Dans le cas d’un domaine euclidien de frontière assez régu- 
lière, la structure uniforme de © est dans Q identique à la 
structure euclidienne et la frontière de Martin s’identifie à 
la frontière euclidienne; pour tout point-frontière x, K(z, y) 


est minimale et proportionnelle au quotient ot / a des 


dérivées normales en x des fonctions de Green de pôles y et yo 
respectivement; et pour un domaine circulaire ou sphérique 
de centre y, et rayon R, on retrouve le noyau de Poisson 


RoR aly yl" 
je — y} 
Pour un domaine plan simplement connexe, qui se représente 
conformément sur le cercle, on sait encore que la structure 
uniforme de Martin est celle des bouts premiers, d’ailleurs 
non comparable à la structure euclidienne, mais le cas plan 
général est beaucoup plus complexe (voir des exemples dans [9]). 


8. Le théorème fondamental de Martin a été depuis intégré, 
comme on le verra, dans la seconde théorie axiomatique du 
problème de Dirichlet, déjà mentionnée et que l’on va rappeler. 
D’autre part, selon une remarque immédiate mais essentielle de 
H. Cartan, les fonctions minimales égales à 1 en y, sont les élé- 
ments extrémaux de l’ensemble convexe des fonctions harmo- 
niques >0Q égales à 1 en yo, de sorte que la théorie de 
Martin est maintenant conséquence des derniers résultats de 
G. Choquet [23] [24] [25] sur l’existence et l’unicité de la 
représentation intégrale d’un point d’un cône convexe à l’aide 
des points extrémaux d’une section. Mais ce point de vue 
ne sera pas utilisé ici. 


III. — Étude axiomatique du problème de Dirichlet. 


9. Rappel d'une première axiomatique. — Rappelons d’abord 
les bases d’une forme élargie d’une ancienne axiomatique du 
problème de Dirichlet, forme développée dans [18] à partir 


nn 
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d’un espace métrique complet (2 où l’espace de Green { est 
partout dense, donc de frontière ()—Q. 

Soit h une fonction harmonique > 0 fixée dans Q, le cas 
h=1 ayant été traité antérieurement [20]. On suppose qu’il 
existe sur 2 une famille de filtres  convergeant vers des 
points-frontière, telle que : 

A,) Si u sousharmonique dans ( satisfait a: = bornée supé- 
rieurement et lim sup se 
F h 

B,) Pour chaque J, il existe un voisinage ouvert Ÿ du point 
de convergence x, et une fonction surharmonique ¢ > 0 


<0 quel que soit 4, alors u<0. 


9 v À 
dans ® n Qtels que —-—0 et que h admette une borne infé- 


h g 
rieure > 0 hors de tout voisinage de 2. Cette condition 
équivaut à ce que pour les voisinages ouverts w assez petits 


de 2, 5 Bre 0, et il s’ensuit l’existence d’un » surharmo- 


h : 
nique >0 dans tout 0. 


Pour une fonction f réelle sur —Q, %,, est définie 
comme l’enveloppe supérieure des fonctions u dans { qui 
sont sousharmoniques ou — ©, et satisfont chacune aux condi- 


= <f en tout 


point-frontiére; elle vaut partout +: ou —, ou est harmo- 
nique. Définition analogue de #,,, égale à —H pin et 
= a s 

Si %,, = %,,, fini, on dit que f est h-résolutive, et la valeur 
commune est la solution #,,. Les f bornées continues sont 
h-résolutives, et pour cette famille de fonctions, la fonction- 
nelle #,,(x) définit, pour x fixé, une mesure de Daniell du 
sur (2 —Q, dite h-mesure harmonique en x. La h-résolutivité 
équivaut à la sommabilité-dvz (pour un ou tout point 2), 
et la solution s’écrit 


: u x rs . 
tions : ae bornée supérieurement et lim sup 


Bale) = J fais. 


40. Nouvelle axiomatique. — Une nouvelle axiomatique du 


probléme de Dirichlet a été développée [18] lorsque l’espace Q 
de l’ancienne axiomatique est compact, autrement dit lorsque 
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l’espace de Green { est un sous-espace partout dense d’un 
espace compact métrisable Q, où il a la frontière T= Q 24 0 

Fixant h harmonique >0O dans @, on considère encore, 
pour toute f réelle sur [’, les fonctions u dans {2 qui sont soushar- 


: ae ; : 
moniques ou — 0%, et satisfont chacune a: Fr bornée supé- 
rieurement et lim sup—-</f en tout point-frontière; leur 

h a ? 


enveloppe supérieure est + 00, — oo ou harmonique, et notée 
ici D,,. On définit de même 9,,, égale à — D, ;,,; sans aucun 
axiome, ces enveloppes satisfont à D,,< 9,4. 

Lorsque ®,;,= ®,, fini (en un point, donc partout), on dit 
que f est h-résolutive, et la valeur commune notée 9,, est la 
h-solution. Ainsi f — 1 est h-résolutive, la solution étant À. 

Un ensemble-frontière e est dit h-négligeable si Do, = 0 


(o. fonction caractéristique de e). Une condition nécessaire 
et suffisante est l’existence d’une fonction surharmonique ¢ > 0 
p 

telle que ne + oo en tout point de e. Le changement de f sur 
un ensemble h-négligeable n’altére ni les enveloppes 9,,, 
D,;, m la h-résolutivité. | 

On dit que e est faiblement h-négligeable si Do, = 0; 
cela équivaut à ce que toute fonction u sousharmonique 
satisfaisant a: es bornée supérieurement et lim sup <0 
en tout point-frontiére hors de e, soit nécessairement < 0. 

Le développement ultérieur de la théorie repose sur l’axiome 
suivant : 
Axiome &,: Toute fonction finie continue sur T est h-résolu- 
tive. | 

Alors sous la condition &;, la fonctionnelle 9,,(x) définit, 
pour x fixé, une mesure > 0 de Radon du sur I’, dite h-mesure 
harmonique en x; la h-résolutivité d’une fonction f équivaut 
à la sommabilité-duf de f (pour un ou tout point x), et la solu- 
tion s'écrit 


Dy n(x = fe dur. 


Enfin la condition que e soit h-négligeable (ou faiblement 


a es 
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h-négligeable) signifie que sa h-mesure harmonique extérieure 
(resp. intérieure) est nulle. 


Lorsque l’espace Q de l’ancienne axiomatique (avec A, 
et B;) est compact, la condition &, est satisfaite, et les éléments 
de la nouvelle axiomatique sont les mêmes que dans l’ancienne. 


S'il n’est pas compact, on peut le compactifier selon (2 métri- 
sable où () est partout dense; pour cet espace (), l’axiome 
a, est vérifié, et la nouvelle axiomatique donne une mesure 
duz dont la restriction à ( — ( est doz, Q — Q étant de 
mesure-du;, nulle, c’est-à-dire h-négligeable. On peut ainsi 
dire que la nouvelle axiomatique contient l’ancienne. 

On appelle réduite », d’une fonction surharmonique ¢ > 0 
dans (2, relativement a un ensemble-frontière e, l’enveloppe 
inférieure des fonctions surharmoniques > 0 dont chacune 
majore # dans un voisinage de e; c’est aussi l’enveloppe 
inférieure des extrémales de ¢ sur les complémentaires dans Q 
des voisinages de e dans ( (ou limite selon l’ordonné filtrant 
des voisinages de e). Elle est harmonique, croit avec ¢ et e, 
et 0 < », < ». Dans le cas particulier d’une fonction harmo- 
nique h > 0, h. = Don. 

L’axiome a, est alors équivalent à chacune des conditions 
suivantes : 

a: La fonction caractéristique 9, de tout compact A est 
h-résolutive. 

a: Les réduites hy de h sont additives en A compact, 
autrement dit, pour tout x fixé, hA(x) définit une mesure, 
ou encore h,(x) = ®,,n(x) est une mesure extérieure. 

a}: Quels que soient les compacts disjounts A et B sur [ 
(ha)s = 0. : 2 : 

Etant donnée h harmonique > 0 dans Q, on sait aussi traiter 
le problème pour un ouvert partiel de Q, de composantes 
connexes w,, et sa frontière » dans (). Si f est donnée sur ®, 
la fonction dans w, égale dans chaque w; à D7, (où f est prise 
sur &,) est aussi l’enveloppe supérieure des fonctions u dans w, 
sousharmoniques ou — © dans chaque w,, satisfaisant en tout 


ee Lee oO Is 
point-frontiére de a lim sup 7) Sink . On la note D: 


LA 


Introduction analogue de oe rn Dias Pégalité avec valeur finie 
partout caractérise la h-résolutivité de f, qui a lieu pour toute 
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fonction finie continue sur & dès que la condition @, relative à Q 


est satisfaite. 
Les ensembles h-négligeables (ou faiblement h-négligeables) 


sont encore définis par la condition D; —0 (resp. DP, = 0), 
avec même caractérisation que précédemment. Et si f sur [’ 
est h-résolutive, la solution 9,, est égale dans w à DF ,, où F 


sur @ vaut 7 D,, dans Q et f sur [’. Noter aussi que pour une 


fonction f sur w, nulle sur [’, Dey = Hi. 

Une fonction w harmonique dans Q est dite associée à 0 
au voisinage d’un point-frontière x, s’il existe un voisinage 
ouvert à de x, tel que dans à n Q on ait u = shee Si h harmo- 
nique >0 dans Q satisfait à la condition @,, l’ensemble 
des points-frontiére au voisinage desquels h est associée à 0 
est h-négligeable. 

Dans l’espace de Martin À, pour toute fonction harmonique 
h > 0, la condition &, est satisfaite, et l’ensemble A, des points 
non minimaux est h-négligeable. La h-mesure harmonique 


duj(z) vaut K(z, y)duÿ(z), et 
Day) = [ K(z, y)f (2) due (a), 


ce qui pour f = 1 inclut la représentation intégrale de Martin 


hy) = [ K(z, y) dpze(z); 


la mesure du, portée par l’ensemble ‘À, des points minimaux, 
est précisément la mesure canonique associée a h dont la 
théorie de Martin avait établi directement |’existence et 
Punicité. 


quelconque x, € O-f yo} 


CHAPITRE II 


LA NOTION D’EFFILEMENT A LA FRONTIÈRE DE MARTIN 


I. — Définition et premières propriétés. 


Soit Q un espace de Green, et Q l’espace de Martin associé. 
Toutes les notions topologiques seront, sauf au dernier cha- 
pitre, relatives à l’espace (}, et l'on supposera le point fixe 


y, € Q distinct d’un point à l'infini de Q si la dimension 7 de Q 


est >3. 


44. Les potentiels U(r) = Î K(x, y)dm(y). — Partons du 


noyau de Martin K(z, y) (œeü-{y,}, yeQ), obtenu pour 
chaque y par prolongement continu de la fonction de Green 


G(a, y). 
G(z, Yo) 


Le potentiel par rapport a ce noyau d’une mesure m dans 
Q, qui sera toujours supposée >0, est défini dans {)-{y,} par 
U(z) = [ K(a, y) dm(y). 


Il est en chaque point x, >0 fini ou + ©, et égal dans 0-{y,} 
au quotient par G(x, Y) du potentiel de Green 


o(a) = J G(x, y) dm (y). 
On supposera dans toute la suite que U(x) n’est pas partout 


infini dans Q-{y.}; cela équivaut a la même condition 


pour (x) dans {), car si [ K(x, y) dm (y) est fini en un point 
, ’extrémale de K., relative au complé- 


« normalisée » 
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mentaire d’un compact æc Q est le potentiel de Green d’une 
mesure y _>0 telle que 


[rdv = [ 88; * dm < + 0, 
ce qui entraîne nécessairement p = ©. 

Principales propriétés. 

1° U(x) est une fonction semi-continue inférieurement de x 
dans Q-fyi. - 

On le voit d’abord dans le cas où m ne charge qu’un 
compact « de Q: U, semi-continu inférieurement dans Q-f,}, 
est fini continu en tout point z,<A, car la convergence de 
K(z, y) vers K(a, y), uniformément en yea, permet le 
passage à la limite sous |. On passe au cas général en consi- 
dérant une suite («,) de compacts tendant en croissant vers {), 
et la suite de fonctions semi-continues inférieurement 
REA K(x, y) dm (y), qui est croissante et de limite U. 

20 Si les potentiels de deux mesures >0 m,, m,, vérifient 
l'inégalité U<U, dans Q-fy,}, on a U,<U, dans Q-fy,}. 

L’inégalité dans Q équivaut a »,<¥9, pour les potentiels 


de Green de m,, m, respectivement, donc, pour 2,<A et a 
compact € QQ, la mesure v > 0 associée à 697% satisfait à 
0 


fard fod», 


ce qui s’écrit, par interversion d’intégrations, 
| [Ram < f 827 dm, 
et le passage à la limite sous f pour « croissant vers () donne 
l’inégalité cherchée 
Jf Ke y) dm (y) < f K(x, y) dm (y). 


Remarque. — En prenant K(x,y) égale à 1 pour x et y 
en %» on peut définir le potentiel U au point y,, où il aura 
la valeur m({y,{). Ainsi prolongé, U est semi-continu infé- 
rieurement au point y,, car pour le potentiel de Green » de 


la mesure m, ae Cain) est égale à la mesure de {y} 
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pour la mesure de Riesz associée à », c’est-à-dire m({y,}). 

Mais ce prolongement ne présente guère d'intérêt pour la 
be A > 2 S Q 

suite, où l’on n’étudiera les potentiels U que dans l’espace 


Ô- {y}. 
42. La notion d’effilement. 


DEFINITION 1. — Un ensemble Ec Q est dit effilé au point 
a,eQ-fy,} si x est isolé de {a} uE, sinon s'il existe un 
potentiel U précédent (de mesure > 0) tel que U(x,) << lim inf U(x), 

fer re 
en supposant que 2,¢E, si x, est un point à l'infini de Q 
et si t > 3. 

C’est la notion ordinaire [3] si x,e (. Nous rencontrerons 
plus loin (n°5 14, 23) des exemples divers d’ensembles effilés. 

Les propriétés de l’effilement à la frontière sont pour la 
plupart l'extension de propriétés connues de l’effilement 
ordinaire. Les démonstrations que nous en donnons n’uti- 
lisent pas ces dernières propriétés, mais permettent au contraire 
de les retrouver, car elles sont valables pour l’effilement 
en un point intérieur, ou bien s’adaptent aussitôt à ce cas. 


‘Propriétés immédiates. 

a) La réunion de deux ensembles effilés en x, est un ensemble 
effilé en ce point. 

b) Si E est effilé en 2, il existe un effilé ouvert contenant 
E-{x,}. re iM 

c) Tout ensemble polaire est effilé en tout point (’). 

Noter aussi que l’effilement de E en un point x, équivaut a 
celui de l’intersection de E et d’un voisinage quelconque de 2. 


Tuéorème 1. — Pour que l’ensemble Ec soit effilé au 
point x, non isolé de fai uE et n’appartenant pas à E, wl faut 
et il suffit qu'il existe un potentiel U satisfaisant aux conditions : 


Utz) fin et UfW)-+o(r—sveE,z#æ)(). 


(2) Pour cette dernière propriété, on part d'un potentiel de Green (== +), égal 
à + oo sur l’ensemble polaire e ne contenant pas Yo, et on forme, par recouvrement 
dénombrable de e et sommation, un potentiel U fini en x, fixé, et valant + o sur 


e- d’où le résultat. PA 
a démonstration est inspirée de celle du cas de l’effilement ordinaire [3]. 
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Soit m une mesure >0 dans Q, de potentiel U vérifiant 
l'inégalité U(a,) < lim inf U(x). Le potentiel de la restriction 
zx Toy TEE, 
ever a Li L . 
de m à un compact « de (—fx,} est fini continu au point x; 
celui U, de la restriction de m a (1 — « satisfait donc a 
lim inf U,(x) — U.(a%) = lim inf U(x) — U(a,) = d > 0, 


L>Xo, TEE, z>To LEE, 
BET TT 


et U,(x,) tend vers zéro quand « tend vers (—fx,}. On 
ik 1 ; 

choisit le compact «, tel que U,,(r,) < — ; alors le potentiel 

os n 

> U,, est fini en x,, et tend vers + 0% quand ve E tend vers 2, 

1 œ 


N 
puisque lim inf U,,(x) > lim inf > U,,(x) > Nd arbitraire- 
z>Ty TEE, 1 T>toy TEE, 1 
LT LHX 


ment grand. 


II. — Critères d’effilement. 


43. Critéres généraux. 


THÉORÈME 2. — Pour que l’ensemble Ec soit effilé au 
point x,, il faut et il suffit qu’il existe un voisinage à de x, tel 
que l’extrémisation de K,, sur Q—Ené ne conserve pas cette 
fonction. 

Supposons l’effilement de E, et examinons le cas non immé- 
diat où x, n’est pas isolé de {x} uE. Soit U un potentiel 
tel que 

U(x.) <y< lim inf U(z). \ 
bisa ‘ 
On a U(x) >y dans un voisinage ¢ de x, sur E(y,¢6), donc 
le potentiel de Green égal à G,,.U hors de y, majore y.G,, sur 
Eng; d’après la propriété minimale de l’extrémale, il majore 
ss eda = ji G(x, y) de, (y) partout dans Q, (e,, extrémisée 
de €, sur Q—Enû), d’où 


[8 v) deny) < UE) (we O— fy). 
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La même inégalité valable dans — }y,j donne au point 2, 


[Klee 9) dey) < + Ute) 


ou 
BQ-F°8 (yo) € Ka(ye) = 1. 


Réciproquement, supposons que pour un certain voisinage 6 
de 2, lextrémisation de K,, sur Q—E no ne conserve 
: ar , 
pas cette fonction. Si l’extrémale est identiquement nulle, on 
Si À x ? N 0 
conclut aussitôt à l'effilement de E, car E n à est alors vide ou 
polaire. Sinon, on trouvera un point 3€ Q où 


K (a, 2) > J K (a, y) de: (y), 
(ce) extrémisée de €; sur Q—En). 
Soit U(x) = | K(x, y) ds: (y), égal dans 0 — {Yo} à “eR, et 
PA 


Nena K(a, 2) sur Ené diminué d’un ensemble e 


polaire; si z, est adhérent a Ené—e, ona 


im inf U(x) =K(a», 2) > { Ka y) dez(y) = U ™)» 


z> Try TEEN —e 
TÆTo 


d'où Veffilement en x, de Enéd—e, puis celui de E. Même 
conclusion si 2, n’est pas adhérent à En 6 —e. 


Application. — Les points d’effilement de Op 

Rappelons ([9], [33]) qu'une propriété caractérisant dans © 
les fonctions K(a,, y) minimales est leur invariance par extré- 
misation sur tout ensemble de Q auquel le point x n'est pas 
adhérent. Le théorème précédent, appliqué à E = Q, fournit 
alors une caractérisation nouvelle et importante des points 
minimaux : 

Tuéorème 3. — Les points minimaua sont les points de A 
où Q nest pas effilé. 

Ainsi, pour toute mesure 77 
mininal, 


>0 dans (, et tout point 2% 


[ K(w, y) dm (y) = Jim inf [ K(x, y) dm (y). 


2> Zo, TEQ, 
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Tutorime 4. — Pour que E soit effilé au point x, ul faut 
et il suffit que pour un voisinage convenable 6 de x, 68. + De) 
soit arbitrairement petit. 

La condition est suffisante. Montrons la réciproque dans le 
cas de x, non isolé de {x,{ u E. Soit U un potentiel fini en 2%), 
tendant vers + co quand x<E tend vers 2, et soit À >0 tel 
que AU(a,) <«(e>0 arbitraire) On a AU(x)>1 dans un 
voisinage à de x, sur E, d’où l’on déduit, en raisonnant comme 
pour le théorème 2, 


{ K(a, y) de, (y) SAU(x)  (xe0-fy}), 


RE r D. al 2 iN . 
e, désignant l’extrémisée de ¢,, sur Q— En. Au point x, 
il vient donc 


J K(Gas y) dés, (y) < AU(x) 
et 
6Q-F(y,) <e. 


On donnera plus loin (n° 19), pour un point x, minimal, 
une forme améliorée de ce théorème. 

Autre forme de ce résultat. Soit Ec Q; extrémisons ¢,, sur 
Q—E, et considérons le FRÈRES U(a heck d K(x, y \ del, (y) 
de la distribution balayée &,. Il est aia <1, égal à 1 
quasi-partout sur E(‘), et c’est dans FAR le plus petit 
potentiel U égal à 1 quasi-partout sur E. On l’appellera poten- 
tiel capacitaire de l’ensemble E. Le théorème 4 peut alors 
s’exprimer sous la forme suivante, qui est à rapprocher d’un 
critère d’irrégularité donné par de La Vallée Poussin [31]: 

Pour que E c Q soit effilé au point x, il faut et il suffit que 
la valeur en x, du potentiel capacitaire de E n à soit arbitrairement 
petite avec le voisinage 6 de 2. 


14. Critère fondamental d’effilement en un point minimal. 


Lemme 1. — (°) Soit u une fonction minimale dans (). 
Toute extrémale de u vaut u ou un potentiel de Green. 

Car la plus grande minorante harmonique de 6?(EcQ), 
moindre que u lui est proportionnelle, et d’après l’invariance 


(5) Car U(x) est dans Q-{y } le quotient par G,, de l’extrémale de G,, sur Q— E. 
(*) Remarque inédite de M. Brelot. 
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de l’extrémale par itération, il y a contradiction à la supposer 
non nulle et distincte de u. 


THÉORÈME 5. — Pour qu'un ensemble EcQ soit effilé au 
point x, minimal, il faut et il suffit que l’extrémisation de K,, 
sur ( — E ne conserve pas cette fonction. 

La condition est suffisante d’après le théorème 2. Pour la 
réciproque, on sait déjà [9] — et cela résulte (') aussi de l’étude 
axiomatique [18] du problème de Dirichlet — que l’extré- 
misation de K,, sur lintersection de (2 et d’un voisinage 
quelconque de x, ne conserve pas cette fonction, de sorte 
qu’il suffit d’étudier le cas de x, non isolé de }a,{ u E. 

Alors, pour un voisinage convenable à de a, 88°" n’est 


pas égale à K,,,; d’après ce qui précède, (2 est aussi dis- 
tincte de K,,. Ces deux extrémales sont des potentiels de Green, 
et le théorème se déduit de l'inégalité 


—+€ =PnS eQO—Enl 
69—* < 6Q Prd + SEBS, 


entraînant que le premier membre surharmonique > 0, majoré 
par un potentiel de Green, est aussi un potentiel nécessairement 
distinct de K,,. 


Exemple. — Il est immédiat que K,, n'est pas conservée 
par extrémisation sur l’ouvert où K,>A>0 (À borne 
sup de K,,), donc l’ensemble des points de Q où K,,< À est 
effilé en 2. 

Dans le cas du cercle, cet ensemble est le complémentaire 
d’un cercle tangent intérieurement à la circonférence-fron- 
tière au point correspondant à 2, et identifiable à x, ce qui 
donne un exemple d’ensemble effilé en x, au sens actuel, 
mais non effilé au sens ordinaire. 


CorozLatre 1. — Les points de À où un ensemble Ec Q 
est effilé forment une réunion dénombrable de compacts. 

On considère une suite ((Q,) de domaines relativement 
compacts tendant en croissant vers Q, et pour chaque Q,, 
l'ensemble e, des points x minimaux tels que oy aa 


(?) Pour une fonction h harmonique > 0 dans Q, l’ensemble des points de A 
au voisinage desquels h est associée à 0 est h-négligeable. Done K:, minimale, 


| associée à 0 au voisinage de tout point-frontière # 2 (voir par exemple [9]), ne peut 


Vétre au voisinage de 2p. 
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est harmonique dans {),, soit << K; dans Q,. Tout point 
de e,, s’il est non vide, est un point d’effilement de En Fer 


donc de E, et comme K,(y) — 68r"@-®{(y), est, pour y fixé, 
fonction semi-continue supérieurement de x, e, U A, est réunion 
dénombrable de compacts. Il en est de même de l’ensemble 
des points d’effilement de E, qui est réunion des e, u À, puisque, 
d’après le théorème, tout point minimal de cet ensemble est 
dans un certain e, pour n assez grand. 


CoroLLaIRE 2. — Soit w un ouvert de l’espace de Green Q). 
Si Q — w est effilé en un point minimal x,, il existe un domaine 
composant de w et un seul dont le complémentaire (dans Q) est 
effilé en x. 

L’extrémale de K,, relative à w diffère de K,, et vaut dans 
chaque domaine composant w; l’extrémale correspondante 
6g. d’où au moins un w; où K,, > yg: , donc de complémen- 
taire effilé en 2, C’est le seul, car pour tout ww; 
Q —w;, contient w; non effilé en x,, donc ne peut être effilé en 
ce point. 


Remarque. — La démonstration du théorème, à peine 
retouchée, donne le même critère (déjà connu [5]), pour l’effi- 
lement ordinaire en un point de Q : on obtient encore l'inégalité 
pr < 69— Ed + EB— EAL, et on achéve en remarquant que 
si l’extrémale est distincte de K,,, la mesure associée ne charge 
pas le point x,, et réciproquement. Le corollaire 2 est aussi 
valable pour x, ¢ et comme l’effilement de Q—w équivaut 
alors à l’irrégularité de x, pour w, il exprime sous une autre 
forme un résultat connu : 

Si 2 ¢Q est point-frontière irrégulier pour un ouvert w, il 
est point-frontiére irrégulier pour un domaine composant de w 
et un seul. 


HI. — Le noyau Q. Les potentiels-0. 


45. — Partons de 
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(x et y dans (-{y,{), et prolongeons-le par continuité dans 
Q)-fy,}, pour y fixé, selon 

Ga) pe ens) 


Gy, Yo) 
Le potentiel-O d’une mesure 4 >0 dans Q-fy}, ne 
chargeant que Q{°), est défini dans O-fy,} par 
U*(x) = | O(a, y) du(y), 


qui est > 0, fini ou + en chaque point +, et égal dans 
Q-{y,} au quotient par G(x, y.) de la fonction 


vie) = ( Glow 
(a) f Gly, yp) +): 


On le suppose non partout infini, ce qui équivaut a la méme 
du (y) 
G(y, yo) 
Q-fy,} d’une mesure > 0 m dans ((*), qui ne charge pas 
yo; (x) est le potentiel de Green de m, et U(x) peut s’écrire 

K(z, y) dm (y). 

Inversement, partant d’une mesure >0 m dans (2, qui ne 
charge pas y,, et de potentiel de Green non partout infini, on 
peut prolonger la mesure > 0 du (y) = G(y, yo) dm (y) définie 
dans {-{y,{ en une mesure >0 dans O- fy} ; le potentiel 


de Green de m s’écrit | EH) du (y), et sf K(x, y) dm (y) est 
égal à U(x). (y; Yo) 

D’après cela, les potentiels-O que nous venons de définir 
sont aussi les potentiels | K(x, y) dm (y) pour lesquels m ne 
charge pas y,. Outre les propriétés déja connues de ces derniers, 
ils possèdent certaines propriétés de « moyenne », que nous 
allons indiquer rapidement. On les utilisera ensuite pour 
rechercher un second prolongement du noyau Q, grâce auquel 


condition pour # dans (). Alors est la restriction à 


(8) Dans l'hypothèse où Us n’est pas partout infini, il est équivalent, d’après 
ce qui suit, de supposer que } est une mesure dans Q-{y,}. 
(*) Car dz (y) est alors fini pour la restriction de ke à un voisinage 


Gly, Yo) 
quelconque de Y.- 
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on Rove définir le potentiel-O d’une mesure >0 quelconque 


dans {)-{y,}. 


46. La mesure u.,,, et les moyennes (x, A). — Soit re () — {y}, 


et A fini >0, avec À < pe) si æ est un point à l'infini 
[G(x, y) 
de Q. Inf ea at est un potentiel de Green, que l’on peut 


écrire seers Gey) dus1(z); Ue,, est une mesure >0O dans Q, 
(z, mF 


portée par ensenibie des points ot O(x, y) =A, et de total 
Jf dys, ed: 

Pour une fonction f dans (), on dira que ffdu est sa 
moyenne (x, À). 

En raison de la symétrie du noyau 6, toute moyenne (x, À) 
d’un potentiel UF s’écrit aussi [Ur du; sous cette forme on 
voit qu’elle est finie, < U(x), et tend vers UF(x) quand À 
tend vers sa borne supérieure (+ « si x n’est pas un point 
à l'infini); c’est de plus une fonction concave croissante de À. 

Remarque. — On voit aisément que u., x est aussi la K,-mesure 
harmonique en y,, relative au domaine où O(x, y) <À(‘); 
Yeo 
AG, 


en Y,, relative à ce même domaine, 


est la restriction à Q de la mesure harmonique ordinaire 


17. Le prolongement du noyau 0. — Soit ze — y; sl 
l’extrémale de K, sur un ensemble EcQ est un potentiel 
de Vie on notera he Ne brièvement u.,) la mesure >0 


telle que &&, n= foe ah ahs ); lorsque x e Q, elle s’exprime 
en ap abs de Pacha &, par dur (z) = G(z, y)- ey) 
T, Yo 


Son potentiel-O sera aussi dit associé à l’extrémale &f,. 


THÉORÈME 6. — Pour tout por ze À, il existe une fonc- 
tion >0O minima de y dans À, qu'on notera O(a, y), qui est 
égale à cette fonction dans {), est semi-continue inférieurement, 
et majore en tout x' toutes ses moyennes (x', À). Elle est symé- 
trique en x et y, et O(a, x) = + 0. 


(9) Le point d’Alexandroff de Q est de K,-mesure harmonique nulle pour ce 
domaine. 
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Nous allons construire ce noyau 0 de la façon suivante: 
Extrémisons K, hors d’un compact « de Q, et considérons 


0e >Q — a 

le potentiel-8 Ue2-‘(y) = {p Bly, sde Gui vant - 
Yo 
dans (2, et la limite de ce quotient, ou pente [9] de &7%, 


en tout point ye A. Nous allons voir que sa limite O(x, y) pour 
« croissant vers () satisfait aux conditions de l’énoncé. Cette 
fonction est évidemment > 0 semi-continue inférieurement 
dans Q, égale à O(x, y) dans Q, et l'inégalité de moyenne 
qui résulte par passage à la limite de l’inégalité analogue 
vérifiée par UF: “ entraîne immédiatement (x, x) = + oo. 

La propriété de minima vient de ce que toute moyenne 
(x', A): J8(x, z) dus. (7) = Uts.(x), tend vers O(x, a’) lorsque 
À—> Lo (x <A). Car si l’on reprend le compact « de Q, 
on voit que Ut». majore, pour À assez grand, le potentiel-0 
Ut: * associé à l’extrémale de K, relative à Q — a, d’où l’on 
déduit lim U*,.(x) > O(a’, x), puis Pégalité grace à 


1=+ 
lim Uts(x) << O(a, +), 
het] 


et à la symétrie qui résulte du lemme suivant: 


Lemme 2. — Quels que soient les points x, x de Q-fy,t, 
+ * : 
et le compact « de © dont la frontière % ne contient pas yo; 
ona 


Ure “(2') = Ute (x). 


Démontrons la propriété dans le seul cas non immédiat 
où x et ge. Soit une suite y, > 2’, y,e2, pour laquelle 


on sait que 

[0 (ym 2) due (2) = f O(a, 2) du, (2). 
Si y est une mesure >0 quelconque sur un compact de Q, 
de potentiel de Green », on a 


do ay 
Jet = [ dy 


i 4 —a. 
où 62 * converge uniformément localement vers 627%; donc 
n 
le premier membre tend vers 


4 
69—4 dy == ie du 
bi He G,, 1 


14 


210 LINDA NAÏM 


et comme toute fonction finie continue sur & peut être appro- 
chée uniformément par un quotient fed on voit que [ty 
Yo L 
converge faiblement (ou vaguement selon H. Cartan-Bourbaki) 
VETS LL. 
Par suite 


fe (x, 2) du, (2) > | O(a, z) du (z), 
tandis que, par la convergence uniforme de O(y,, z) vers 


O(a’, z), ze, 
J 8, 2) du. (2) f O(a’, 2) du, (2), 


et on conclut par passage à la limite sur doce du début. 
On donnera plus loin (n° 19) une autre caractérisation de 
ce noyau 0. 


Remarque. — La démonstration du théoréme montre aussi 
que, pour x fixé e À, le potentiel-O U's..(y) tend vers O(a, y) 
quand A—-+ o, ce qui complète la propriété analogue 
immédiate relative à un point ce Q— fy,}. 


Quelques propriétés de O(a, x) pour x, minimal. 

19 Si O(a, y) reste borné lorsque x varie au voisinage d’un 
point x,e A, et y dans un voisinage à de x,, O(x,, x) est continu 
de x au point x. 

Soit w un voisinage ouvert de x, complètement intérieur à 6, 
et soit Uls(x) = | O(x, y) du. (y) le potentiel-O associé à 
l’extrémale de K,, relative à wn Q (u., mesure > 0 sur on Q); 
d'après l'hypothèse, Ufx(x) = O(a, x) au voisinage de 2 
dans À, et on peut choisir le compact « de w n Q de façon que 
le potentiel-O de la restriction de v,, au complémentaire 
de « soit arbitrairement petit dans un voisinage convenable 
de x,. Comme le potentiel-O de la restriction de 4, au compact « 
est fini continu en tout point de A, O(a, x) est continu de 
x au point x,, et même aux points suffisamment voisins. 

Il serait intéressant de savoir si la même hypothèse entraîne, 
au moins lorsque x, est aussi minimal, la continuité de 0 par 
rapport à l’ensemble (x, y) au voisinage des deux points x,, 2. 

2° Pour a, <Q-{y,} et À > 0 fixés, le potentiel Ut. (x) 
vaut inf(O(x,, x), À) dans Q et en tout point minimal. 
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Égalité évidente dans Q; sur A, 
Ub, x(x) < inf (O(a,, x), À) = f(x). 


f est semi-continue inférieurement dans (), donc en un point 
x, € À, f(x) < lim inf f(x) = lim inf Ubw x(x), et si x, est mini- 


r>z,, TEC) TT, TEC) 
mal, lim inf Ubs x(x) = Ubs..x(a,), (th. 3), d’où la propriété. 
z> Ty, 2EQ 
CoRoOLLAIRE. — O(x,, x), (x, minimal), est invariant par 


moyenne (x, À), pour À >O assez grand, en tout point x’ où 
O(x,, x’) est fini. 


Car toute moyenne (x, A) s’écrit 


f O(ae 2) due, x(2) = Uiri(x), 


qui pour +, minimal vaut O(x,, x’) dès que À > O(a, 2’). 

On verra au n° suivant que O(x,, x) peut être infini en un 
point x non minimal distinct de z,. Mais il serait important de 
savoir si O(x,, x) est fini en tout point minimal distinct de a. 


48. Les potentiels-0. à 
Le potentiel-0 d’une mesure » > 0 dans Q-fy,} sera défini 
hors de y, par 


supposé non partout infini. Cela te à la même condi- 


tion pour la fonction de x dans QO, p(x = [K (y, x) du(y), 

alors surharmonique > 0 et de mesure associée ne chargeant 
set gel Pie) 

pas y; et Ut(x) est dans Q-fy} égal a Clonal 


Inversement, toute fonction surharmonique » > 0 dans Q, 
dont la mesure associée ne charge pas y,, admet une repré- 


sentation ¢( =f K(y, z)du(y), où x est une mesure >0 


dans Quels ies est donc, hors de y,, de la forme 
G(æ, y) [ O(a, y) du(y), 


: ja A 
c’est-à-dire qu’il existe un potentiel-O égal ag dans ()-{y,}. 
On le dira associé a 9. Yo 
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Ainsi les potentiels-O apparaissent comme les prolongements 


à l’espace Q-{y,} des quotients 7 définis dans ()-{y,} seule- 
Yo 


ment (et où » est une fonction surharmonique > 0 dont la 
mesure associée ne charge pas y). 


Propriétés. — 1° UF est semi-continu inférieurement dans 


Ô-{yo}, et déterminé dans cet espace par ses seules valeurs 


dans Q. 
Si « est un compact de Q, on notera u°~* la mesure > 0 


sur & telle que | K( (y, x) du®~*(y) représente l’extrémale de # 
relative à (—a, u2-* la mesure analogue relative à K,. Les 
propriétés préeddentes du potentiel U* découlent aisément 
du lemme suivant, où l’on fera tendre « vers (: 


Lemme 3. — Pour tout point ce Q)-{y,}, et tout compact a 
de Q, on a 


UE" (2) = JU (y) du (y), 


ce qui s écrit aussi, par interversion d’intégrations 
Ue (a) = [ Ur (y) du2-*(y). 


Égalité immédiate si ze Q. Soit eA, et une suite z,—2, 
2, € Q, pour laquelle on a donc 


(a) = f Utes (y) du (y). 


Ut” ‘(x,) > Ur“ (a), tandis que ee ) = U*s*(a,) tend 
Q—a Q—a . 

vers Uty “(x)= UF: (y), en restant borné indépendamment 

de n et y, d’où, pour un voisinage compact o de y, 


Joe Ut “(y) du (y) > fs UT "(y) du (y). 


d | 

Comme de oe est fini, la convergence uniforme locale de 
dag 

be * vers 62° entraîne que sf Urs “du = J. spe de tend 


Yo 


vers , at pcan “du, et le résultat s’en déduit. 
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Remarque. — Si l’on prolonge O(x, y) pour x en y, par 
la condition O(y,, y) —0 (yeQ-fy,}), UMx) défini selon 
| Oe, y) du(y) a un sens en y,, où il est encore semi-continu 


inférieurement. Car U*(y,) = 0, et pour la fonction surhar- 
monique #9 >0 dont la mesure associée ne charge pas %, 


lim inf sr 1 0. Mais on continuera dans la suite à ne 
T> Yo 223% G(Z, Yo) 
considérer les potentiels- que dans l’espace {-{y)}. 

20 La donnée de U# détermine x dans (, et il existe une 
seule mesure pv. sur Qu A, telle que U— UF: sa restriction 
à À est la mesure canonique associée, par la théorie de Martin, 


à la plus grande minorante harmonique de la fonction surhar- 
monique >0 f K(y, x) du(y); on la dira encore mesure cano- 
nique associée à Ur. 

Deux mesures distinctes sur A, dont l’une n’est pas cano- 
nique, peuvent donc engendrer le même potentiel-O. C’est 
ainsi que, si vz, est la mesure canonique associée à la fonction K, 
non minimale, (x,€ A), 


U'=(x) = O(x,, 2). 
Donc, au point x, non minimal, 
Ut(a,) = { U*(2) dv.,(2). 


3° Propriétés de moyenne. Par la symétrie du noyau 9, 
toute moyenne (x, À) d’un potentiel U* vérifie l'égalité 


[UP du = f Ute? du; 


elle est finie, < U*(z,), et tend vers U“(x,) quand À tend 
vers sa borne supérieure (car d’après la remarque suivant le 
théorème 6, Ut=(x) > O(a, x) dans Q). 

F Ut du,,, est une fonction concave de À; donc son quotient 


de Ute) 


par À, qui est aussi la moyenne (a, A) Bie , admet, quand 
09 


À tend vers sa borne supérieure, une limite finie >0 ("”), et 
si z,¢A, cette limite est égale à la mesure de l’ensemble des 


. (A) Cette limite est la pente de la direction asymptotique de la courbe représen- 
tative, dont on sait déjà qu’elle vaut la mesure de {zp}, si  € Q. 
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points où O(x,, «) — + «© pour la mesure canonique associée 
HU 

On voit ainsi que si à, n’est pas minimal, la mesure cano- 
nique v,, ne charge que l’ensemble des points minimaux où 
O(x, x) = + ©, et qu'il existe au moins deux tels points 
distincts. 


19. Potentiels-O et effilement. — L'introduction des poten- 
tiels-O permet de donner de nouvelles propriétés de Peffile- 
ment à la frontière, et plus particulièrement en un point 
minimal; elles sont encore l’extension de propriétés connues 
de l’effilement ordinaire. — 

En reprenant le raisonnement du théorème 2, on démontre 


d’abord le 


TutorEme 7. — Tout potentiel-O d’une mesure >0 dans 
Q-fy,} vaut au point x= y, sa lim inf quand x tend vers x, 
sur tout ensemble de Q non effilé en x. 


Application. — Ce théorème donne une nouvelle caracté- 
risation du noyau O(x, y) pour ze À : en tout point x’ minimal, 


O(x, x’) = lim infO (x, y) 


y>2', YEQ 


et on passe au cas de 2’ quelconque €A par 


O(x, a’) = O(a, y) dv.(y). 
D’autre part, si x, et y, sont deux points minimaux, la 
symétrie entraîne 


O(x,, y) = lim infO(x,, y) = lim inf O (x, y,), 


Y> Ya YEQ Tæzy TEQ 


et il faudrait bien savoir si cela vaut aussi la lim inf O(x, y). 


T> Ty, YOY’ 
à aie U(a ee 
On sait que pour x, €Q, lim inf ms est égale à la mesure 
L>Lo, ze O(T, ie) 
de fx,} pour la mesure associée au potentiel-0 U; il y a exten- 
sion a un point minimal selon le 


Lemme 4. — Soit U le potentiel-O d’une mesure >>0 dans 


0- {yo} ; si ay est minimal, lim int U( ost finie >0, égale 
>IT, TEQ, Los x) 
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“ ~ , > U x) 
a la borne inférieure de EAE dans Q, et à la mesure de {rs 


pour la mesure canonique associée à U. 

L'invariance de K,, par extrémisation sur le complémentaire 
d’un voisinage quelconque de x, entraîne immédiatement 
[TRES A "à U(z) . ' U(x) 
l'égalité de lim inf DE — avec la borne inférieure de HU be 

2+2, 2€Q O(2;, x) O(x, x) 
dans Q; cette borne inférieure est nulle si la mesure canonique 
> 2 x T 4 x 
associée à U ne charge pas $a,/, donc égale à la mesure de Eo 
dans le cas général. 


Remarque. — Il est donc immédiat que l'égalité, pour 
Ra al(r sai 
tout U, de | Fa Peas > 
ou , de bee an Olas i avec la limite pour À — + © de 
U(x) 


la moyenne (x,, À) de Bt =) 


O(x,, x) soit fini en tout minimal distinct de x. 


, équivaut à ce que le noyau 


En transposant à oe l'inégalité de définition de l’effi- 


lement, on obtient alors une nouvelle caractérisation de 
l'effilement en un point minimal, qui est à rapprocher d’un 
critère connu dans le cas ordinaire [3], le noyau newtonien 
étant ici remplacé par le noyau O(x,, x): | 


Tuéorème 8. — Pour qu'un ensemble EcQ soit effilé en 
un point minimal x, non isolé de GivE, il faut et il suffit 
qu'il existe un potentiel-O d’une mesure > 0 dans U-fyf, 
(et méme seulement dans Q-{y,}), soit U, tel que 
. ER AU x, ob pese) 

RICE ESS | peer 

(1) ns apt ites x) $ M Let (Ayre) 


ou, ce qui est équivalent, un potentiel-O tel que 


_U(z) —> DATE LÀ ef). 
(2) Bae ae tok 2 


Sans hypothése d’effilement, on passe directement du poten- 
tiel-8 d’une mesure » > 0 dans Q-{y,}, vérifiant la condi- 
tion (1), à un autre potentiel-O qui vérifie Ja condition (2) 
par le raisonnement du théorème 1, en utilisant ici l'inva- 
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h 2% gl U, (x 
riance en « de lim inf a(æ) 
ety, ZEB OL, 18 


restriction de ». au complémentaire d’un compact ac). 

Si l’ensemble E € Q est effilé au point minimal x,, l’extrémale 
de K,, relative à Q — E est distincte de K,,, et le potentiel-0 
associé (potentiel d’une mesure > 0 dans 22-{y,} seulement) 
vaut O(x,, x) sur E diminué d’un ensemble e polaire; en 
lui ajoutant un potentiel-O d’une mesure > 0 dans Q-fy}, 
égal à + © sur e, on obtient un nouveau potentiel-6, 

ae > 1 sur E, et lim inf Le sey, 
O(x, x) z>2, 2€Q O(a, &) 
Réciproquement, partant de la condition (1) 


j pour le potentiel U, de la 


soit U, tel que 


tie U(z) yon U(z) 
‘ ] f > 
pe aM O(x,, x) SS ce nee (25, 2) 
on voit qu'il existe un voisinage 6 de x, tel que le potentiel-0, 
soit V, associé à l’extrémale de K,, relative à Q —_E n à vérifie 
l'inégalité 
lim inf V@)_ < + tim inf UO <1, 


T>Ty TEQ O(x, x) On Y z>z0 7€Q O(x, x) 


d’où 62 ¥°5 = K,,, et l’effilement de E au point 2. 
En utilisant le noyau 0, on peut, pour un point minimal, 
améliorer le critère du théorème 4 de la façon suivante: 


TutorEmMe 4-9 — Soit EX, l’ensemble des points où 
O(x, x) > À > 0. Pour que E soit effilé en x, minimal, il faut 
el ul suffit que BQ— FFE (y) tende vers zéro quand À — + o. 

Les ensembles Ei, forment la base d’un filtre ¥ moins fin 
que le filtre des voisinages de 2, et si E effilé en x, rencontre 
tout Ei, on peut former un potentiel-O, soit U, tel que 
LA entre + co quand xeE tend vers x, selon %, et que la 
Or) : 
fonction surharmonique > 0 », égale à G,,. U hors de y,, soit finie 
au point y. Soit k>0 tel que kv(y,) <« (e > 0 arbitraire); 
on a Secs! dans En E}, pour A assez grand, d’où 


09 
BRL kr dans (2, et en particulier au point y,. Réciproque 
immédiate. 
Sous une autre forme, l’effilement de E au point x, équivaut 
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a 


à ce que la valeur en x, du potentiel capacitaire de En EX 
tende vers zéro quand À tend vers + co. 


Remarque. — On voit facilement que cette condition n’est 
pas vérifiée pour un point non minimal. 

Capacité au voisinage de la frontière. Soit dans l’espace 
de Green Q un AE E auquel y, n’est pas adhérent. Extré- 
misons €,, sur ( —E et considérons l’énergie de la distri- 
bution balayée comme fonctionnelle de E. Prise pour les 
compacts K de (-{y,{, elle définit une capacité de Choquet [22] 
C(K) alternée d’ordre infini, et vaut pour l’ensemble E précédent 
la capacité extérieure C(E). Elle est nulle si et seulement 
si E est polaire (°°). 

En utilisant cette fonctionnelle et les surfaces de niveau 
du noyau 9, on peut songer à rechercher un critère d’effilement 
sous la forme suivante : 

Pour Ec et x, minimal, soit e, la partie de E dans «l’inter- 
sphère » s"< 0(2,, x) <s"**, s constante > 1. L’effilement de E 


f=) 
au point x, équivaut-il à la convergence de la série ¥,s"C(e,)? 
i 
La condition est suffisante, mais on ne sait si elle est néces- 
saire. 


Signalons toutefois que ce critére est valable dans le demi- 
espace (cf. chapitre 11). 


Propriété. — Si E est effilé en x, minimal, l’ensemble e, 
des points de E où O(x,, x) = À a une mesure-p.,, extérieure 
qui tend vers zéro quand À — + ©. | 

On se ramène au cas de E ouvert. 27" est un potentiel 


de Green, donc pour le potentiel-0 associé, Ue 


Ute. (x) 
3) (x, x) du. À (x) 


be, 
tend vers 0 quand A> + o. Or RE 1 sur E diminué 


d’un ensemble polaire qui est de mesure-4,,) nulle, d’où 


Q—E 
Us x (Ex) = =f Garg dre z)>0, A+>+o. 
1 (%, x 


Loy À 


(22) C(E) n’est autre que la contenance-G,, définie par M. Brelot dans [5], d’ailleurs 
égale à 2% (y). 
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Remarque. — Le lemme 4, les théorèmes 8 et 9, et cette 
dernière propriété sont valables, ainsi que leurs démonstrations, 
pour un point x, e Q-{y,},à condition toutefois de faire tendre À 
vers sa borne supérieure finie si x, est un point à l'infini de ©. 


20. — Dans le cas simple du cercle ou de la sphère, on connait 
l'expression du noyau de Poisson et de la fonction de Green, 
et on voit facilement que sur la frontière O(x, y) vaut To 
à un facteur près (r, dimension de l’espace). C’est dire que 
le potentiel-O d’une mesure =0 sur la frontière de Martin 
y est presque partout infini. En fait, dans le cas général, on 
démontrera (n° 27) que si v. est une mesure canonique sur À, les 
points de A où UM(x) << + © forment un ensemble de u.-mesure 
nulle, et c’est peut-être ce qui empêche les potentiels- de 
jouer tout rôle important. 


IV. — Topologie fine et pseudo-limite. 


21. — Par définition l’effilement d’un ensemble de Ô en un 
point x, quelconque y, s exprime comme au chapitre 11 en rem- 
plaçant les potentiels de noyau K par les potentiels-@ d’une 
mesure dans ()- {y,}. Pour un ensemble E € Q u A,, on montre que 
l’effilement en un point x, équivaut à l’existence d’un poten- 
tiel-O, de mesure > 0 dans Q-{y,{, tel que U(x,) < lim inf U(z), 
s . ‘L> MX, TEE 
et même à celle d’un potentiel-0 fini en 2, et tendant vers + co 
quand ze E tend vers x,. Mais on ne sait s’il y a la même équi- 
valence pour les ensembles de A,. 6 ” 

Les ensembles contenant un point x, et de complémentaire 
effilé en x, sont les voisinages de ce point dans la topologie 6 
la moins fine sur (-{y,{ rendant continus les potentiels-0; 
on l’appellera topologie fine parce qu’elle induit sur Q-fy,} 
la topologie fine de H. Cartan, c’est-à-dire la topologie la 
moins fine rendant continues les fonctions sousharmoniques. 
Elle est plus fine que la topologie de Martin, et Q-fy,! ; 
muni de ©, est un espace régulier. ci. 

Les notions prises selon G seront qualifiées de l’adjectif 
fin ou de l’adverbe finement. Dire qu’un ensemble. E est effilé 
en %, C'est dire que x, est finement isolé de {x,} u E, ou ‘qu’il 


| 
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n'appartient pas à l’adhérence fine de E. D’après le théorème 3, 
les points minimaux sont les points de À finement adhérents 
à Q; ils constituent la frontière fine de Q. 

Toute limite selon G sera aussi dite pseudo-limite. Nous 
verrons dans la suite de ce travail l’importance de la notion 
de pseudo-limite dans l’étude de l’allure à la frontière des 
fonctions surharmoniques > 0. 


Des théorèmes 7 et 8, il résulte que pour tout potentiel-0 


x U(a even : 
noté U, U(z) et — (2) » considérés sur 2 seulement, admettent 


O(x, x) 
en tout point x, minimal des pseudo-limites égales à leurs 
limites inférieures respectives en ce point. 
Soulignons enfin une propriété importante de la pseudo- 
limite, déjà connue dans le cas ordinaire (voir par exemple [3]) : 


Tutorime 10. — Si f(x) définie dans un ensemble quelconque 
wcQ admet la pseudo-limite l'en un point x, ¢A, (ou ef 
mais Æy.), et où w n’est pas-effilé, il existe un ensemble E effilé fixe 
tel que f(x) —l quand xewn [E tend vers x au sens de la 
topologie de Martin. ES 

Considérons une suite (Ÿ,) de voisinage de / dans R, décrois- 
sante de limite l, et pour chaque n, un ensemble E, € ) effilé 
en x, et un voisinage ©, de x, tels que: 

a) f(x)e 0, pour rewn [E, 


b) al Bar Ba(yy,) < a(s> Là or. À 1), 


a =a . r 20 — E,%Gn 
Soit E= U (E,  ¢,). L’extrémale 6. ”, majorée par dee, 2 


est, au point You — di= Ke, (yo)s1.ce, G2 montre leffilement 
de E au point 2, et on voit que f(x)! quand rEwn [E 
tend vers x, au sens de la topologie de Martin. 


V. — Domaines partiels. 


Soit w un sous-domaine de l’espace de Green Q, et soit © 
sa frontière dans 2. La théorie de Martin est applicable à 
l’espace de Green w, dont la frontière de Martin sera notée A®, 
et on peut évidemment définir pour cet espace une notion 
d’effilement analogue à celle définie pour Q. Nous allons donner 
quelques propriétés de A® et de l’effilement relatif à . 
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22. La frontière de Martin de w. 


Tutorime 11. — Soit w un sous-domaine de 2, de fonction 
de Green g, et soit 2, €, minimal ou intérieur à Q. Pour que 
Q —w soit effilé au point x, il faut et il suffit que pour un (ou 


tout) point yeu, on ait a sup oe . es 


On sait [20] que pour x et yea, 
g(x) = G,(x) — &6,(z), 
où 66, seb Fer (a, z) de, (z), potentiel de Green de la mesure 
fra de ey sur w, de sorte que 
ree K(a, y)— [ K(e, 2) ds(2), 
et lim A at K(x,, y) — lim inf | K(z, z) de, (2). 


Tæ Ty TEW G (a, Yo) T>Ty TEW 
L’effilement de Q —w au point x, entraine alors, pour 
tout yeu, 


K(a, y) > Î K(a,, 2) de! (z) = lim inf [K(z, z) de! (2), 


z> Ly, FEW 


w étant non effilé en x,, d’où lim sup 2 : ah wy 
L>X, rEw 


Réciproquement, si cette inégalité a lieu pour un point yew, 
la fonction K,, ne coincide pas avec son extrémale relative 
à w, car a priori 


K (a, 2) de,(z) > hi 8(& y), 
Sem al a ae oi TERT 
donc 02 — w est effilé au point 2. 


Remarque. — Si 2, €Q, la condition de l’énoncé équivaut 
évidemment à lim sup g(x, y) >0, forme connue de l’irrégu- 


L>X, TE 


larité du point x, pour w. 


TutorEme 12(*). — Soit x, un point de &, minimal 
ou intérieur à Q. Si u=K,, est distincte de H?, la diffé- 
rence u— H? est une fonction minimale dans w. 

* 


(*) Théoréme inédit de M. Brelot. 
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Montrons que toute fonction # harmonique >0 dans w, 
moindre que u— H?, lui est proportionnelle. En prolongeant 


w+ He par u hors de w, on obtient une fonction quasi-surhar- 


monique dont la régularisée w, est dans les deux cas de la forme 
w, = p + cu, où c est une constante (0<c< 1), et » le potentiel 
de Green d’une mesure >> 0, portée par &w n Q et ne chargeant 
pas les points d’effilement de (2 —w, donc invariante par extré- 
misation sur ©. 

Comme ¢ = (1—c)u quasi-partout sur on Q, on voit que, 
dans w, 

y = (1 — c)HP, 

et D = W, — H? = clu — Hey 


De plus, en posant toujours u= K,,, et en prenant x,ew 
minimal ou intérieur à Q, et point d’effilement de (1— wo: 


TutoriMe 13. — Soit x, le point de A°, pôle de la fonction 
minimale w = u — H®. Toutes les suites 2,2%, £,€, telles 
que lim inf 8% y) > 0 (ce qui est indépendant de y), conver- 

n>æ G(Zr Yo) 
gent vers x, dans l’espace de Martin relatif à o. 
Il revient au même de montrer, en supposant y,©@, que 


/ 
8 (Em Y) tend vers la fonction minimale «normalisée » Lau 
8 (ny Yo), w'(yo) 


S'il n’y avait pas convergence, on pourrait trouver une 


/ 
x 
suite extraite 8m y) convergeant vers une fonction # harmo- 


8 (Xn; Yo) 


/ 
nique > 0, distincte de wy) . une nouvelle extraction donne- 


u'(Yo) 


rait la suite x, telle que HE aa peed converge vers une limite 


G(æ 


harmonique > 0 (‘*) moindre que u — H?, donc proportionnelle, 


d’où pour Sit» la limite Le par ailleurs égale à (y), 


B( Tn» Y 
et la contradiction cherchée. | 
Pour 2,={), on retrouve un résultat donné par M. Brelot 


dans [14]. 


(3) Car les 2 art forment une famille normale dont on peut extraire une suite 


convergeant eek oe fonction harmonique > 0. 


222 LINDA NAÏM 


Lorsque le point x, est extérieur à ( —«, on a le résultat 
plus précis suivant : 


Tutorkme 14. — Soient w un ouvert de Q, et sur w n À un point 
x, minimal extérieur à Q —w. Pour toutes les suites x, — X, 2, € W, 
&x,, tend dans w vers &x,,; donc si w est connexe, toutes les suites 
XL, > Z, convergent vers ie même point minimal x, de la frontière 


de Martin de w. 

Des QO, 6x, ( PRE y)du,(x), où u, > 0 ne charge 
que wnQ, et a un impress On peut donc en extraire 
u, convergeant vaguemyt vers une mesure up. > 0 portée 
par l’adhérence de & n Q dans Q; o(y) = = fy K(a, y) du(x) est 
surharmonique > 0 dans {), et seis a point yeu, 


J K(a, y) dus (a )—> f Ka, y) du u(x), 
c’est-à-dire 
6° .(y) > 9(y)- 
Nous allons montrer que v(y) = Ex, (y), d’où l’on déduira 
aisément la première partie du théorème. 
Soit, pour y fixé ¢Q, e; l’extrémisée de «, sur un domaine 


sphérique (ou circulaire) de centre y et rayon r > 0; son 
potentiel 


= À K(a, z) de,’ (2) 
est fini continu dans 0, donc 
J U"(a) dus (2) > [ U'(x) du (x), 


hay 205 ee . 
ce qui s écrit encore, par interversion d’ integrations, 


J 88.2(2) des’ (2) > ff o(z) def” (z) 
Comme 


Jf 8x.,(2) def” (2) <Jim int [ 8¥.,(z) def" (2) <K,,(y), 


n> © 


on obtient, pour r—0, la double inégalité valable dans 
tout (): 


&x.,(¥) < #(y) < K,,(y). 


a 
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i Ainsi la plus grande minorante harmonique #* de », égale à 
in K(z, y) du. (x), est proportionnelle à K,, et comme toute 
représentation intégrale de K,, minimale exige, d’après le 
lemme 1 de Martin [33], que x, appartienne au support de la 
mesure, # est nulle. Le potentiel de Green », localement 

rth : : RE . 
borné(**), est alors invariant par extrémisation sur w, et 
égal à l’extrémale &x,. 
Si maintenant w est connexe, pour toute suite x, — 2, 


Rey) se 8 
Glory, ya) ed) Pe) 


K..(y) — &k,,(y) = u (y); 


(2, y) __ (y) 
g (Xr; Yo) u' (Yo) 


et la suite x, converge vers le point x, dans l’espace de Martin 
relatif à w. 


tend vers 


donc 


bd 


Cororzaire. — Pour l’ouvert w, il existe un domaine compo- 
sant w,, et un seul, dont x, est point-frontière extérieur à 2 — wi. 

Si w, est le domaine composant dont le complémentaire 
Q —w, est effilé en x, (coroll. 2 du th. 5), il ne peut exister 
de suite x, — 2,, x,€Q—w,;, car pour tout point ye, 6x. (y) 
ou 6% (y), égale à K,,(y), tendrait vers K,,(y), alors qu’elle 
doit tendre vers Er (y) < Kay): 


23. L'effilement dans le domaine partiel w. 


Lemme 5. — Considérons la fonction u = u— Hyp, et dési- 
gnons par (8%), & les extrémales, relatives à un ensemble Ec w, 
de uw et u par rapport à w et () respectivement. Elles vérifient 
dans w la relation 


(62), Set He. 


Le second membre est dans w une fonction surharmonique 
positive égale à wu’ quasi-partout dans » —E, donc majorant 
à priori (65). L'égalité est évidente si E est ouvert, car 


(14) Cette propriété entraine que la mesure associée ne charge pas les ensembles 
polaires. | | 
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x 
dans E, &° = H}, tandis que Hy = Hé, où © sur E vaut H? 
dans w, u ailleurs. On passe au cas de E fermé dans w en consi- 
dérant une suite décroissante d’ouverts E, cw, contenant E, 
telle que (6%), et 6% tendent respectivement vers (6%), 
et 85 (*). Enfin pour E quelconque, (&;), vaut l’enveloppe 
inférieure des (8%), pour les F fermés dans w, contenus dans E 
à un ensemble polaire près (‘*), d’où (6), = env inf & —H}, 


et on conclut à l’égalité annoncée grâce à la remarque du début, 
et à l’inégahté SF = 657" > 64. 

Le critère fondamental du théorème 5 nous permet alors 
’établir le 


THéorèmEe 15. — Soit toujours x, e &, minimal ou intérieur 
à Q, et point d’effilement de (1 —w. Soitu = K,,, et x, le pôle sur A® 
de la fonction minimale u' = u— HY. Pour un ensemble Ec w, 


il est équivalent de dire qu’il est effilé au point x, relativement 
à Q, ou qu’il est effilé au point x, relativement à w. Autrement 
dit, les filtres des voisinages fins de x, et x, respectivement 
induisent le même filtre sur w. 

Q —w étant effilé au point x,, pour que Elesoit,ilfautetilsuffit 
que &?—* soit distincte de u, tandis que l’effilement de E en 
x, relativement à w, équivaut à ce que (6&°—*),, diffère de w’, 
et d’après le lemme, ces deux conditions sont équivalentes. 

D’après cela, wu’ est invariante par extrémisation (par 
rapport à w) sur tout ensemble de w auquel le point x, n’est 
pas adhérent, mais n’est pas associée à 0 au voisinage de x,; 
on exprime ce fait en disant que x, est pôle unique (‘’) de la 
fonction minimale uw’. 

Lorsque x, est extérieur à ( —w, il résulte du théorème 14 
que uw’ est la seule fonction minimale dans w admettant le 
point x, pour pôle. Il serait intéressant de savoir si cette pro- 
priété est encore vraie dans le cas général. 

D’autre part, ce théorème montre que, pour un point-fron- 
tiére irrégulier x, d’un domaine euclidien, il y a identité de 


(5) Si E est une intersection dénombrable d’ouverts, il existe pour toute » surhar- 
monique >0, E, ouvert décroissant contenant E tel que §¥n tende en croissant 
vers &Y (voir [5], p. 22), et on peut ici supposer que E, appartient à w. 

(8) Propriété de l’extrémale d’une fonction surharmonique > 0 continue. 


(#7) La notion générale de pôle d’une fonction minimale est définie dans [18], 
et rappelée au chapitre v. 
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l’effilement ordinaire en x, et de Veffilement au point de la fron- 


 tière de Martin que l’étude précédente associe au point a. Le 
cas particulier du point-frontière isolé est d’ailleurs élémentaire 


et conséquence immédiate de la définition de l’effilement. 
Nous verrons enfin, au chapitre m1, l'importance de ce résul- 
tat dans l’étude à la frontière des fonctions surharmoniques > 0. 
_ [Il nous permettra d’étendre a des fonctions définies seulement 
_ au voisinage d’un point minimal x, ou dans un ouvert de 
complémentaire effilé en x, des propriétés de pseudo-limites 
y 2 a À 4 
_ établies pour des fonctions définies dans tout (. 


eg TE aus 
at À “ag 7 
D: Ps 3 ait pss = 
3 BOLL! bd 

ah 2) 


aT 1th TG 


_.8* ruavott ub 


eereacrtac 


pmb rob {ees binge: | 


polar gs hat seg mother 108 
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CHAPITRE III 


APPLICATION DE LA NOTION D'EFFILEMENT 
A L'ÉTUDE DES FONCTIONS SURHARMONIQUES POSITIVES 
AU VOISINAGE DE LA FRONTIÈRE DE MARTIN 


I. — Existence et propriétés des pseudo-limites. 


24. Allure a la frontière d'une fonction surharmonique > 0. 
Soit, dans (2, une fonction » surharmonique > 0 dont 
la mesure associée ne charge pas y,. Elle est, hors de y,, de 


la fun G(x, yo) ) fo (x, y) du(y), où & est une mesure >0O 
dans Ô-{y}, que l’on peut supposer canonique. L’étude 
des potentiels 8. et plus précisément les théorèmes 7 et 8 
du chapitre 11, fournissent donc des propriétés de pseudo- 
limites, dont nous allons redonner rapidement des démonstra- 
tions directes ne faisant pas usage du noyau 0. 


THÉORÈME 7'-16. — En tout point minimal x,, en admet 

une pseudo-limite >0 finie ou + ©, égale à lim sacre 
T>ZTy TEQ G{x, Yo) 

et à [O(x y) duly). 

Il suffit d’étudier le cas où lim A PL ae : < + , 

T>Ty TEQ G(x T, Yo) 

et de montrer que l’ensemble E, des points de Q o1 > A+e 
est effilé en x, quel que soit € > 0. G 

Soit is l’extrémisée de ¢,, relative à ()— E,. 


On a »>(A+c)6@-™ dans Q, donc 


if K(x, y) des (y) < ae stan 
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en tout point æe(-{y,}; il en résulte 


| K(e., y) de,(y) = lim inf | K(x, y) de, (y) 


T1 2€Q 


< 


DRE He a 22) - 
A stot sr EQ G(x, Yo) ss L, 


c’est-à-dire 
BRT (ys) < Kaye) = 1, 


d’où Veffilement de E, au point 2. 
Soit h une fonction harmonique > 0 dans Q. Appelons 


faiblement h-régulier un point-frontière x, e À tel que Se —0, 

x T> Lo, 
ce qui est indépendant du pôle y, (cf. n° 32 où est étudiée 
la notion générale de h-régularité faible). Le théorème précé- 


dent donne alors de façon immédiate le 


CorozLatre. — Soit h une fonction harmonique > 0 dans Q. 


En tout point minimal non faiblement h-régulier, © admet une 
pseudo-limite > 0 finite ou + ©. h 
(a) 
K(x, 2) 
une pseudo-limite finie > 0, égale à lim inf sila) 
4 : 9 (x) z= ty 26 K(To 2 
inférieure de dans Q, et à la mesure de {a,} pour la 
K(2,, 2) 
mesure LH. canonique. 
D he Hu 
z>Tn ®TEQ K(2o, x) ra) 
de voir que l’ensemble E: des points de ( où K >A'+e 
est effilé en x, quel que soit € > 0. ao 
D’après la propriété minimale de l’extrémale, on a 


p> (A +e)88 


THéorÈme 8-17. — Pour x, minimal, udmet en % 


, à la borne 


. Grâce au lemme 4, il suffit 


en tout point de 0, de sorte que 


iene Leben Horse Bie) 
Bague: \ 7 ] f —— "1 — 4 
Tim inf Re a) SA’ Een 260 RUB 2) se 


ce qui entraîne 62 =EK,,, et l’effilement de E; au point x. 
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CorozLaiRE 1. — Si pour x, minimal et h harmonique > 0 


dans Q, lim sup Ke) <T + 00, © admet en zx, une pseudo- 


r>ry LEC) h(a) h 
limite finie >0. 
CoRoOLLAIRE 2. — Pour que Ke, soit non bornée dans Q, (K,, 


h 
minimale), il faut et il suffit que la mesure canonique associée 
à h ne charge pas fx,i. 


Extension. — Les propriétés précédentes de pseudo-limites 
s'étendent à une fonction surharmonique » >0 définie dans 
Hi f Sa y 
un ouvert de complémentaire effilé en x, minimal. G. admet 
; Je 
encore au point x, une pseudo-limite => 0 finie ou + 0, 
g a ; i 3 
et Kune pseudo-limite finie >0; et si pour h harmonique > 0 
= ‘ G(x . Kicar (2 
dans Q, lim stip CitHvehashy: ou lim bp dst acs oi — 
L>X, TEC) h(a D Lg LEO h(a) h 
admet une pseudo-limite en 2. 

Pour le montrer, on se ramène au cas d’un domaine w conte- 
nant y,, et on associe au point x, le pôle x, sur la frontière 
de Martin de w, de la fonction u’ = K,;,—&6x,, minimale 
dans w('*). Les filtres des voisinages fins de x, et x, respecti- 
vement induisent le même filtre sur w (théorème 15), donc 


y É y 
Fe (g, fonction de Green de w), et — admettent en x, des 
Yo Tr u 4 \ 

pseudo-limites égales à leurs pseudo-limites respectives au 


point +, dont on connaît l’existence par l’étude du cas général. 
Le résultat vient alors de ce que 


Br — L— BG, ) u = 1. — OKs, ) 
Ge 3 Gy et Kz, 3 Ke 


considérées sur w, admettent en x, des pseudo-limites finies > 0, 
égales à leurs limites supérieures respectives en ce point 
(la seconde étant d’ailleurs égale à 4 (‘°)). 

Le même raisonnement est applicable à un point irrégu- 
lier ( y,) de la frontière dans ( d’un domaine de Q, et donne 


(8) Q—w étant effilé en 2), Ex. est distincte de K,,, et la différence est une 
. ete 0 
fonction minimale dans w, d’aprés le théoréme 12. 
dd ex, est un potentiel de Green, dont le quotient par K,, admet en x, une pseudo- 
limite nulle. 
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les mêmes propriétés de pseudo-limites en ce point. Cela 
permet de retrouver des théorèmes de M. Brelot [8] sur 
l'allure d’une fonction surharmonique # > 0 au voisinage d’un 
point-frontiére irrégulier x, d’un ouvert de R*: existence 


pour ¢ d’une pseudo-limite ordinaire > 0 finie ou non, et pour 
LEE (h(ja—2,|) fonction harmonique fondamentale, égale 


À 
à log ————— dans le plan, et à ——————~ dans l’espace à 
8 [x —&;| pee |z—-2,|*—* P 


r >3 dimensions) d’une pseudo-limite ordinaire finie > 0. 


25. Etude d’une fonction harmonique > 0 au voisinage d'un 
point minimal non faiblement h-régulier. 

Soit h une fonction harmonique >0 dans Q), et soit x, un 
point minimal non faiblement h-régulier, c’est-à-dire un point 
mininal où lim pee”) > 0. 

22e 2€Q h(x) ~ . : 
Nous allons approfondir la pseudo-limite de >, au point % 


oat 
h 
en démontrant et améliorant les énoncés suggérés par une 
étude développée dans un cas particulier (correspondant a 
un point irrégulier de la frontiére euclidienne) (M. Brelot [14]). 
Etendons la définition de base selon la 


pour une fonction harmonique u > 0, telle que -- soit bornée, 


Dérrnition 2. — Un filtre sur Q convergeant vers un point x, 
minimal non faiblement h-régulier est dit h-maximal si 


RON 
1: 87 Menu A TVSES 


te. G 
valeur de la pseudo-limite en x, de cs 

La définition est indépendante du pôle y,, en eae de la 
continuité de G,,(x)/G,,(z) au point x, pour 7; fixé <Q. 

Les filtres h-maximaux convergeant vers æ sont tous les 
filtres plus fins que le filtre %, engendré par les ono 
de la forme Sn Dé", où à est un voisinage de x,, et Dy, le 
domaine défini par l'inégalité 


G, (x) 
Geo, ave < lim op 
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Noter que ce domaine Dé," est de complémentaire effilé en x, 
de sorte que tout ensemble de 3, est la trace sur Q d’un voisi- 
nage fin de 2. 


Tutorime 18. — Soit x, un point minimal non faiblement 
h-régulier, et soit u harmonique >0 dans Q. Si aa est bornée, 


elle admet selon tout filtre  h-maximal convergeant vers x, une 
limite égale à sa pseudo-limite au point xj. 
En particulier, pour toute suite x,—x,, telle que 


(dite suite h-maximale), uit) 
au point 2). (x) 
I] revient au méme de montrer que 


u hrs at UE) 
——— lim inf 
G,, zæ>Tp LEQ Gy (x) 


tend vers la pseudo-linute de É 


? 


valeur de la pseudo-limite de re au point %,, qui est finie 
d’après l’hypothèse. x 
On se ramène au cas de u<h. Si limsup eas 
u F ay, 


était > lim inf qo aurait, pour la fonction h-u harmonique 
> 0 dans Q, jé 

. + ph—u Cait | u Bee |: : 

] f = lim —| a —— inf 
in G,. op G, im Pot G, < lim a ne lim a G, 


Chacun de ces derniers termes est une pseudo-limite; et la 
h—u., 


différence est la pseudo-limite en x, de G égale à 
Yo 
lim inf #4 lim inf =", 
L>Ly Gy F Yo 


d’où la contradiction cherchée entraînant le résultat. 
On en déduit que pour toute suite h-maximale x, — 2, 
u(x De 
no te pseudo-limite de 


h(x,) 


U 


h 


en Qs 


monsars 
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L4 Là a 177 . . 
car cela équivaut a ce que h tende vers sa pseudo-limite au 


point x, selon le filtre %, h-maximal. 
Introduisons la mesure 4 canonique associée à h. La condi- 
‘ : Ge) : 194 eat . 
tion lim sup ~*~“ > 0 pour un point x, minimal équivaut a 
z>zn xEQ h(x) 
ILE y) duty) < + oo, et un filtre # h-maximal convergeant 
vers x, est aussi caractérisé par 


f(a, y) duly) gz f(x, y) duly). 


Le théoréme précédent montre que pour toute mesure cano- 
nique y <u, et tout filtre # h-maximal convergeant vers x, 


fOla, y) dv(y) + J Ola, y) d(y). 


En particulier pour tout ensemble borélien ec À, 


f(a, y) du (y) + JO(æ y) du (y), 


et cela exprime la convergence forte, selon 4%, de la mesure 
> 0 sur À définie par dy*(y) = O(a, y) du(y), (x e Q) (”), vers 
la mesure v* définie, grâce à la sommabilité-du de O(2, y), 
par dv(y) = O(a, y) d(y). 

Extension. — Le résultat du théorème 18 subsiste st u est 
seulement définie dans un voisinage de x,, ou dans un domaine 

; G 

1 défini par Se Me = 0,’ avet te parse + 


Supposons d’abord u harmonique >0 dans un voisinage 


ouvert de x,, où h est bornée, et soit w le domaine composant 


dont x, est point-frontière extérieur à Q — w (coroll. du th. 14). 


D’après le théorème 14, 8% (y,ew, g,, fonction de Green de w) 


admet au point 2 une baie finie > 0, et le filtre des voisinages 

de x, dans Ô converge, dans l’espace de Martin relatif a, 

vers un point minimal x, de la frontière de Martin de w. 
On en déduit facilement que est 2, est non faiblement h-régu- 


(20) vz est le quotient par G(z, yo) de la h-mesure harmonique en x relative à Q. 
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lier pour w, puis que tout filtre #h- maximal convergeant vers x, 
° ° x = / 
converge vers %,, et est A-maximal relativement a w et au point x. 


Done, par le théorème 18, tend selon ¥ vers sa pseudo-limite 


au point 2), laquelle est égale à sa pseudo-limite au point 2. 
Soit ensuite w harmonique > 0 dans le domaine Dj," 


/ 


(e < lim sup") de complémentaire effilé en 2,, et dont 


h 
T>T 
g = G,,— ch est fonction de Green de pôle y. 
Si x, désigne le pôle, sur la frontière de Martin de Dj,", 
de la fonction minimale dans D": 


D; h 
Korrbse > 


x, est non faiblement h-régulier pour Di”, et toute suite 
h-maximale x, — x,, dont les termes appartiennent nécessai- 
rement à Dé" pour n assez grand, converge vers le point x, 
puisque 


Bi ABs) =U NE Soe ee TER 12), 
G, (Xp) G,,(2,) lim sup Fe 


On en déduit que tout filtre # h-maximal convergeant vers 2, 
induit sur DS" un filtre %. convergeant vers x, et h-maximal 
pour Di" et le point x, d’où, si — est bornée, 


h 


an u ; 
Z pseudo-limite de — en x, 


a 
h h 


c’est-à-dire | 
| > pseudo-limite de Ÿ 
7, & pseudo-limite de == en a. 

Un raisonnement analogue permet de retrouver le résultat 
initial de M. Brelot [14] sur l’allure d’une fonction harmonique 
bornée u au voisinage d’un point-frontière irrégulier x, d’un 
domaine w € Q (x, e & n Q): u admet, selon tout filtre ¥ sur wo 
convergeant vers x, tel que g, > lim sup 8y,(2) > 0, (yew), 

T>Ty TEw 


une limite égale à sa pseudo-limite en 2. 
On introduit comme précédemment le point minimal x! de A® 
défini par le théorème 13, et on montre que x, est non faiblement 
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1-régulier pour w, puis, en s'appuyant encore sur ce même théo- 
rème, que le filtre % converge vers 2, et est 1-maximal pour w et 
le point 2, d’où la propriété rappelée grâce au théorème 18, 
et à l'égalité des pseudo-limites en x, et x!. 

On précisera de même la pseudo-limite de * en un point 


94 £2 PTT K(x c 
minimal x, ow lim sup Kris 2) <+o par le 
T> Ty TEC) h(a) 
THÉORÈME 19. — Soit sur Q un filtre & convergeant vers x, 


tel que 


—%— lim sup Ka (a) 
h CA Tz>æ>Try TEC) h(a) 
u 
h 
une limite égale à sa pseudo-limite au point 2. 

Démonstration analogue à celle du théorème 18, et même 
extension du résultat à une fonction w définie dans un voisi- 
nage de x. 


Soit u harmonique >> 0 dans Q ; si — est bornée, elle admet selon % 


Il. — Extrémisation d’une fonction harmonique > 0. 


26. — La notion d’effilement à la frontière de Martin 
peut être utilisée pour étudier l’extrémisation d’une fonction 
harmonique > 0 relativement à un ensemble de (. Le critère 
fondamental du théorème 5 traite déjà le cas d’une fonction 
minimale, et le cas général s’en déduit grâce à la représenta- 
tion canonique de Martin. 


Tuéorème 20. — Pour qu’une fonction h harmonique © 0 
soit invariante par extrémisation sur un ensemble E c Q, il faut 
et il suffit que les points d’effilement de O— E situés sur A 
forment un ensemble h-négligeable ( c’est-à-dire de h-mesure 
harmonique nulle). AS 

La condition est suffisante, car la représentation intégrale 


canonique 
hy) = f K:(y) du(x) 


entraine oes J 6x, du(x), 
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où 6% — K, pour tout point x minimal où 2—E n’est pas 
effilé. 

Pour établir la réciproque, on part d’une mesure m > 0 
dans ( qui soit localement, hors des points à l'infini, la mesure 
de Lebesgue a un facteur prés compris entre deux nombres > 0, 
et on considère, pour {), ouvert relativement compact tendant 
en croissant vers (), l’ensemble e, des points x minimaux tels que 


Joy, SE (u) dm(y) < fe, Kaly) dm(y). 


Tout zee, est un point d’effilement de Q—E, et 
l’ensemble e des points minimaux où (J—E est effilé est 
réunion des e,. Car si zee, il existe un point y,eQ non à 
l'infini où 6K (y,) << K.(y:), ce qui entraîne &_ < K, au voisinage 
de y, dans un ensemble de mesure-dm non nulle, et, pour n 
assez grand, l'inégalité 


sh 6x, dm < cfs: K,dm, 


exprimant que zee,. 

Donc, si l’ensemble e est de mesure-4 non nulle, l’un au 
moins des e,, soit e,, est de mesure >0O, et en intégrant en 
du sur cet e, borélien les deux membres de l’inégalité 


Jose. dm a fee iy dm, 


il vient, après permutation d’intégrations, l’inégalité stricte 


Jo, LR. du (x) < fy dm [ Ke dy.(2), 


d’aprés laquelle FE &.dm est < fe hdm, et &, distincte de h. 
P P 


CorozLaiRE. — Pour un ensemble E quelconque <Q, la 
plus grande minorante harmonique de 8% est égale à la h-mesure 
harmonique dans Q de l’ensemble des points de A où Q—E 
n'est pas effilé. Donc pour que & soit un potentiel de Green, 
ul faut et il suffit que les points de non effilement de Q —E 
forment un ensemble h-négligeable. 

Soit e l’ensemble des points de non effilement de Q — E. 
La h-mesure harmonique de e — égale à la réduite À, — est, 
d’après le théorème, invariante par extrémisation sur E, 


Le ~ = 
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DURS - GE + 
d où h, < 6», et h, < h,, plus grande minorante harmonique 
de 6,. 
or à cause de l’invariance de l’extrémale par itération, 
8? — h,, de sorte que si h, n’est pas nulle, A—e est h,-néghi- 
,* e Any A 
geable, et l’inégalité À, < h entraîne (h,), = h, <h,, d'où h, = h,. 


III. — Allure a la frontière d’un potentiel de Green. 


27. — Dans ce paragraphe, h désignera une fonction 
harmonique > 0 fixée, et G la topologie fine introduite au 
chapitre 1. 


Tutorime 21. — Soit ¢ le potentiel de Green d'une mesure > 0 


dans Q. Les points minimaux où lim supg y > 0 forment 
un ensemble h-négligeable. Autrement dit, = admet, à la fron- 


tière, une pseudo-limite nulle sauf sur un ensemble h-négli- 


geable. 
Il suffit de voir que les points minimaux finement adhérents 


à Pouvert E, où = >> «> 0 (points de non effilement) forment 


h 


un ensemble h-négligeable, ce qui résulte immédiatement du 
corollaire du théorème 20, puisque l’extrémale de h relative 


a > , Vv ° 
à Q—E,, majorée par-— est un potentiel de Green. 


CoroLLaIRE 1. — Les points minimaux non faiblement h-régu- 
liers forment un ensemble h-négligeable (Extension du cas 
h—1 signalé par M. Brelot [18]). 


On applique le théorème à la fonction de Green G,,, en 
utilisant le fait que Se admet en tout point minimal une 
pseudo-limite égale a sa limite supérieure en ce point. 


CorozLaire 2. — Soit u harmonique > 0 dans Q, et soit A 
le support compact de la mesure canonique associée à u. Les 
points minimaux de A— A où lim supg > > 0 forment un 
ensemble h-négligeable. ie 

On considére une suite (w,) décroissante de voisinages de A 
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telle que ()®, — A, et pour chaque w,, l’extrémale &»°® qui 
n 


est un potentiel de Green (*) égal à u dans Qn [&,, et tend 
en croissant vers u. L'ensemble des points minimaux de À — A 


où lim supg > 0 est réunion des ensembles analogues rela- 


tifs aux 6%°Q, qui sont h-négligeables, d’où la propriété. 
Donc, si u harmonique © 0 est associée à 0 au voisinage 


, u ; Aas ee 
d'un point x, e À, — admet, aux points-frontière d’un voisinage 


de x,, une pseudo-limite nulle sauf sur un ensemble h-négligeable. 


COROLLAIRE FONDAMENTAL 3. — Soit dans () un ouvert 6 ren- 


contrant À. Les points minimaux de à n À où lim supg Hye > 0 
forment un ensemble h-négligeable. ; 

Car l’extrémale 8ÿ°9, égale à H8°2 dans à n Q, est la somme 
d’un potentiel de Green et d’une fonction harmonique >0 
dont la mesure associée ne charge par l’ouvert à n À, auxquels 
on peut appliquer respectivement le théorème précédent et 
son corollaire 2. 


Exemple. — Il importe de voir que le théorème 21 cesse 
d’être exact si on y remplace la limsupg par la limite supé- 
rieure ordinaire. 

Considérons par exemple dans le cercle unité une suite de 
circonférences de rayon tendant vers 1, et sur chacune un 
ensemble de points dénombrable partout dense. La réunion 
forme un ensemble dénombrable (z;) auquel tout point de 
la circonférence unité est adhérent. On peut déterminer des 
nombres m; > 0 de façon que le potentiel de Green de la mesure 
> mé,, soit fini au centre. Ce potentiel, infini en chaque point x; 


a alors une limsup > 0 en tout point de A, et par enveloppe 
inférieure avec une constante >0, donne un autre exemple 
de potentiel borné possédant la méme propriété. 

Un exemple non publié de G. Choquet montre de méme 
que le corollaire 2 devient inexact si la lim sup; y est remplacée 
par la limite supérieure selon la topologie de Martin. 


(4) Car la mesure canonique associée à u ne charge pas l’adhérence de Qn (wn. 
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Applications. — 1. Il est facile de voir que les ensembles 
E c ( tels que l’extrémale de À relative à E soit un potentiel 
de Green — c’est-à-dire tels que les points de non effilement 
de (—E forment un ensemble h-négligeable — forment 
un filtre #,. D’après le théorème 21, ce filtre est plus fin 


que le filtre G, engendré par les ensembles où On < e(e > 0 


variable), et jouit de la propriété que aig 0 pour tout 
A 
potentiel de Green » de mesure >0 dans Q. 


2. Si u est la mesure canonique associée à h, la condition 


lim sap ye > 0 ena, minimal équivaut à J O(a, y) du(y) L+ 00, 
T>To TEQ 

donc le corollaire 1 montre bien, ainsi qu’on l’avait annoncé 
au n° 20, que le potentiel-O d’une mesure » canonique sur A 
est infini presque partout-du. 

3. Allure à la frontière d’une fonction minimale. Le support 
de la mesure canonique associée à une fonction K,, minimale 
est réduit au point x,, donc ine admet, hors de x,, une pseudo- 
limite nulle sauf sur un ensemble h-négligeable. Dans le cas h=1, 
ce résultat généralise la propriété, pour le noyau de Poisson, 
de s’annuler en tout point-frontiére distinct du pôle. 

La restriction de l’ensemble exceptionnel h-négligeable est 
inévitable puisque Se admet une pseudo-limite >0 en tout 
point minimal non faiblement h-régulier, et qu’il peut exister 
effectivement de tels points distincts de 2. 


IV. — Exemple du demi-espace. 


28. — Nous allons étudier en détail le cas particulier 
où Q est le demi-espace de R* formé des points d’abscisse 
£ > 0, dont la frontière euclidienne est la réunion de l’hyper- 
plan H d’équation £ = 0 et du point à l'infini R.. 

La frontière de Martin A de ( est homéomorphe à la fron- 
tière de Q dans R°, et lui est identifiée. Les points-frontière 
sont tous minimaux, et nous verrons qu'il est facile d’exph- 
citer les fonctions minimales et le noyau 9 relatifs à () 
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Nous verrons aussi que, par adaptation des raisonnements 
du cas ordinaire, on peut établir pour ce demi-espace le critère 
d’effilement du type de Wiener dont nous avons posé la ques- 
tion de validité dans le cas général (n° 19). Il en résulte 
l’équivalence de notre effilement relatif au demi-espace avec 
la notion d’effilement introduite par Mme Lelong [32] dans ce 
cas particulier pour étudier l’allure à la frontière des fonctions 
surharmoniques > 0. Les résultats de Mme Lelong peuvent 
ainsi être comparés à ceux que fournit l’étude générale des 
paragraphes précédents, et l’on montre qu’ils sont pour la 
plupart contenus dans cette étude générale. 


1° Les fonctions minimales et le noyau 0. — Soit h(\x — y)) 


la fonction harmonique fondamentale, égale à log 
ERP LS 
ja — y|* 
et soit y, un point fixé e{(), d’abscisse n,. 

Pour x et y dans (), d’abscisses respectives £ et n, la fonc- 
tion de Green a pour expression 


[x — y| 


dans le plan, a dans l’espace à 7 >3 dimensions, 


G(x, y) = Riz — y) —h(|z — y), 


où y’ désigne le symétrique de y par rapport à l’hyperplan H, 
et il est immédiat que 


En ën 
7 (3 , < T 
pe SPEED 
rs ie sl t= 2 
4 LbeaMes si 7>>3. 


Il en résulte que les fonctions minimales égales à 4 au point y, 
ont pour expression 


. b H 
K(a, y) = aaa y|* La CRS Yof ER 3 
1/0 si m=. 


et que, pour x et y dans Q), 


oo a lel oe, y) <A, femal ly ail 


CAN ja—y'|" Ny |jz—y|* 


a 
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On explicite ainsi aisément le noyau O(x, y), et l’on voit 
en particulier que pour ve H et ye À, 


A le yf -ly—yol* 


= si yeH 
O (2, y) — No ë Le — y" 
le yo Pe 
apes Yen oe: 


Au voisinage du point-frontiére x,, O(x,, y) est équivalent à 


{ [To — yo * : af f : lg H 

\ CR IR [toy ; 

ly Yl° $1 ty == Oy, 
No 


et les ensembles où O(2,, y) >A>0 forment un système 
fondamental de voisinages de x, dans . 


2° L’effilement dans le demi-espace {). 

Des calculs élémentaires montrent que pour x et y variables 
dans un voisinage assez petit du point-frontière x,, et satisfaisant 
aux conditions 


OT 2) es: 


et 
O(z,, y) <s° * ou O(x,, Y)>s"**  (s constante > 1), 
le rapport eM. reste borné supérieurement indépendam- 


O(a, y) 
ment de n. 

Cela suffit pour pouvoir adapter le raisonnement du cas 
ordinaire [5], et établir pour le demi-espace Q le 

Critère d’effilement du type de Wiener. — Considérons un 
point-frontiére x, et un ensemble EcQ, et désignons par e, 
Vintersection de E avec « l’intersphère » 


ek Dir vi, (s constante > 1). 
L’effilement de E au point x, équivaut à la convergence de la 
série 5\s"C(e,). 

Montrons d’abord que la convergence de la série entraine 


Veffilement de E, ce qui est d’ailleurs valable pour un Q quel- 
conque comme nous |’avons signalé au n° 19. 
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Soit m, la mesure >0 obtenue par extrémisation de ¢,, 
sur ()—e,. Son potentiel U,(x) = { K(a, y)dm,(y), ou poten- 
tiel capacitaire de e, (défini au n° 13), est, au point x,, moindre 
que 


s"*! { Gly, yo) dm,(y) = s"*'C(e,). 


Le potentiel | K(a, y)dm(y) de la somme des m, a partir 


d’un certain rang est donc arbitrairement petit en x,, mais 
majore À quasi-partout sur E au voisinage de x,, d’où l’effile- 
ment de E diminué d’un ensemble polaire, et par suite celui 
de E. 


Réciproquement, supposons l’effilement de E, et soit m 
une mesure > 0 dans ( telle que U(z) = | K(x, y) dm(y) soit 


fini en x, et tende vers + o quand x—x,, me E. Soit 
co 
pb L’extrémisation de m sur (Q — E’ donne une 


P=1 
mesure m >0 dont le potentiel U'(x =i K(a, (y) 
minore U(x) et l’égale quasi-partout sur done Et vers Ps 20 
quand ze E’ tend vers x, hors d’un RS ensemble polaire. 
D’après la propriété indiquée plus haut, pour p suffisam- 
ment grand le potentiel de K(x, y)dm'(y) majore quasi- 


partout sur e,, un nombre k => 0 fixe indépendant de p. 
Il en résulte que 


Li, Gt, y) dm'(y) > RE (a) 
en tout point xe); en particulier 
LG yo) dm/(y) > KER (y) = hE (ey), 
ce qui montre la convergence de la série à SE (es), puisque 
5 se fe Gly, yo)dm'(y <> Je, K(& y)dm'(y)=U"(a,) <+e. 
On montrerait de même la convergence de la série 
> s'AIC (el. Ady 
p=0 


d’où le résultat cherché. 
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Forme équivalente de ce résultat. Considérons dans ( un 
ensemble E auquel le point à linfini ®, n’est pas adhérent, 
autrement dit un ensemble borné. L’extrémisation de la fonc- 
tion minimale de pôle z, = R, relativement à — E ne conserve 


pas cette fonction, et l’extrémale 6%.” est le potentiel de Green 
d’une mesure m > 0 dont l’énergie, égale a | K(a,, y)dm{y), 


est nécessairement finie (*). On peut considérer cette énergie 
comme fonctionnelle de E; pour les compacts Kc, elle 
définit une capacité de Choquet y(K) alternée d’ordre infini, 
et vaut, pour l’ensemble E précédent, la capacité extérieure 
y(E). On voit que Y(E) est facilement comparable à C(E), 
lorsque celle-ci est définie, et que les deux sont simultanément 
nulles. 


Remarque. — Pour un ensemble E non borné, la condition 
que 887 * (x, = R.) soit un potentiel de Green équivaut, d’après 
le critère fondamental du théorème 5, à l’effilement de E au 
point 2, mais l'énergie de la mesure associée peut être infinie, 
comme on le voit en prenant pour E l’ensemble des points 
ou RSS A (À fim > 9): : 

En utilisant cette fonctionnelle y(E), on peut alors donner 
du critère précédent la forme équivalente que voici : 

Soient un point-frontiére a, et un ensemble E ai 

a) Si x,e H, et si e, désigne l'intersection de E avec Vinter- 
sphère 

n 1 gh A 1| 
A Sms CE Sg (s>1), 
lv = y] 
Veffilement de E au point 2, équivaut à la convergence de la 
série >, s"y(en)- 
4 . 7 mos 9° . 9° 

b) Six, = R., et si e, désigne l'intersection de E avec l’inter- 

sphère | 
a? She Seer ee 
Veffilement de E au point x équivaut à la convergence de la 


oe ” 
série > 1e) ; 
1 


(2) Car K (Zo, Y) ost borné hors de tout voisinage de 2). 


Gly, 
(Ys Yo) ae 
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Sans l'hypothèse d’effilement, l'allure de O(«,, y) au voisi- 
nage du point-frontière 2, montre que la convergence de 


o 


la série y s'(e,) équivaut à celle de Ÿ s”"C(e!) [resp. ¥ > s'é(e es |: 
(es) 


Mais, d’après l'allure de G(z, y,) au voisinage de x, =? 
C(e;)} Y (en) 


[resp. gt" (el) | (lorsque cette expression a un sens), reste, 
“~/ e 
| n 


pour n assez grand, compris entre deux nombres > 0 fixes 
indépendants de n, ce qui permet de conclure. 


3° Allure à la frontière d’une fonction surharmonique » > 0. — 
I] est intéressant d’expliciter dans ce cas particulier du demi- 
espace les résultats des théorèmes 16-17, et d’en donner des 
formes équivalentes. 

a) Pseudo-limite de Gq. on un point-frontière 2p. 


Yo 
Si # est le potentiel de Green d’une mesure m > 0 dans (), 
cette pseudo-limite peut s’écrire 


ae TE Fo -d pour 2,¢H 
[Ka y) dm(y) = | 4 ei 
nl f n dm(y) pour iP dal 


Dans le cas d’une fonction harmonique > 0 de mesure cano- 
nique associée wu, elle a pour expression 


a MT (io B+ | ps w)| 


pour me 


1 T 
ae 0 


pour m—=R. et u(fR.})— 
(car si u({R,})>0, + ~ 
; G TB: 


Yo 


O(a, y) du(y) = 


Mais, au voisinage de x,, G(x, y,) est équivalent à 
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(x) |x — y,|* 
donc ~~ et (a) Yo admettent, aux points x,e H et 8, 


s 


respectivement, des pseudo-limites > 0 finies ou non, égales 
à leurs limites inférieures respectives en ces points, et dont 
les valeurs se déduisent aussitôt de ce qui précède. 


b) Pseudo-limite de _9(2) 
K(a, x) 
explicitant K(x,, x), on voit que pour x,e H, v(x) |x 7 um 


admet en x, une pseudo-limite finie > 0, égale à sa liminf, 


La 
a 
La 


au point-frontière x. —- En 


T 


TT 


et à sa borne inférieure dans Q; on a un résultat analogue pour 
v(x LS 
£ = RK, et eh et ces pseudo-limites sont nulles si ¢ est 


un potentiel de Green. 


40 Comparaison avec les résultats de Mme Lelong. — La 
fonctionnelle Y(E) coïncide, à un facteur près, avec la « puis- 
sance extérieure » de E, introduite (autrement) par Mme Lelong 
et utilisée par elle pour définir l’effilement à la frontière d’un 
ensemble de Q. 

La définition de leffilement donnée par Mme Lelong 
s’exprime par la seconde forme du critère démontré au 2°), d’où 
l'identité avec notre effilement relatif au demi-espace. Ses 


(2), leaf 


, v D . 
résultats sur l’allure de —— = au voisinage du 


IX 


point 2,<¢H et au voisinage de &, sont inclus dans les 
propriétés explicitées au 3°). Les analogues du théorème 21 et 
du corollaire du théorème 20, démontrés pour h=1, et 
s’exprimant à l’aide d’une notion nouvelle de « raréfaction » 
qui remplace l’effilement et ne lui est pas comparable, ne 
peuvent être déduits de nos résultats généraux; mais la 
comparaison des deux montre que pour un ensemble Ec Q, 
les points d’effilement de E et ceux de raréfaction forment 
deux ensembles qui coincident à un ensemble de mesure 
harmonique nulle près. 


CHAPITRE IV 


ALLURE A LA FRONTIÈRE DE LA SOLUTION 
DU PROBLÈME DE DIRICHLET-MARTIN 


I. — Principe du maximum dans (). 


Dans tout ce chapitre, h désigne une fonction harmonique > 0 
fixée dans (, et toutes les notions relatives au problème de 
Dirichlet sont, sauf au début du n° 31 et au n° 32, prises dans 
l’espace de Martin 0. 


29. Principe général pour l’espace de Green () et sa frontière 
de Martin À. 


THÉORÈME 22. — Soit dans l’espace de Green Q, une fonction u 


. u a Ros 
sousharmonique. On suppose que — est bornée supérieurement, 


h 
et que pour tout point minimal x hors d’un ensemble e faible- 
ment h-négligeable (c'est-à-dire de h-mesure harmonique inté- 
rieure nulle), il existe un ensemble E, non effilé en x tel que 
lim sup MY <(). Alors u est <0. : 
y>a, yeE, h(y) 

Considérons u*, et supposons-le non nul, ce qui revient a 
supposer que sa plus petite majorante harmonique u, est > 0. 
D’après l'hypothèse, l’ensemble E. des points de Q où u* < ch 
(e => 0 fixé) est non effilé en tout point minimal hors de e. 
Ses points d’effilement forment donc un ensemble h-négligeable, 
et comme ©! est bornée, cet ensemble est aussi u,-négligeable, 


h 


jen « 


nt «+ 
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d’où résulte l’invariance de u, par extrémisation sur O0 — E,. 
Mais par la décomposition de u° en u* = —-v + u,, où # 
est le potentiel de Green d’une mesure >0 dans Q, on a 
u Leh+e dans E,, 


donc 
u, —=6Q9-E<eh<+e dans 0, 


et comme « peut être choisi arbitrairement petit, on obtient 
une contradiction entraînant nécessairement u~ = 0. 


Applications. 
Taéorème 23. — Pour toute fonction f réelle sur A, considé- 
rons les fonctions u dans (, qui sont sousharmoniques ou — , 


| : 28 u nie 
satisfont chacune à la condition : 7 bornée supérieurement, et 


telles que pour chaque u, il existe, pour tout point x minimal, 


: u(y) — 

un ensemble E" non effilé en x tel que lim sup uly) sud(r). 
you, yEEZ h(y) 

L’enveloppe supérieure des u est encore ®,,, et munore donc 

l'enveloppe analogue définie à partir des 9 surharmoniques ou 

+o, - 

On adapte la démonstration d’un cas antérieur analogue [20]. 
L’enveloppe supérieure des u majore à priori 9,,. L'égalité 
est évidente si D, = + ©. Si Dyn est fini, il existe sur À une 
fonction 9 borélienne < f et h-résolutive, telle que Don= Dyas 
et o ne diffère de f que sur un ensemble faiblement h-négligeable. 

: vu: oe p } 
Si » surharmonique ou + + satisfait aux conditions : i bornée 
: C oh 0m À # 
inférieurement, et lim inf ~~ >+ en tout point-frontière, on 


voit que u—v est <0, dot u< Don = D, ne Enfin, si 
Dp, = — ©, On montre que toute u vaut — © en introdui- 
sant encore © borélienne < f (d’où Don = Dy,n = — ©); 


qui ne diffère de f que sur un ensemble faiblement h-négli- 
geable, et en raisonnant comme précédemment. 


Un autre exemple d’application est une caractérisation 
nouvelle de certaines fonctions harmoniques positives qui 
s’introduisent dans une décomposition canonique du type de 
F. Riesz des fonctions harmoniques > 0 dans Q. 
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On sait [18] que dans {), les fonctions %, af > > 0 sur A) 
sont toutes les fonctions harmoniques > 0 qui sont limites 
de suites croissantes de fonctions harmoniques > 0 dont cha- 
cune est majorée par une fonction KA(K = C* > 0). Les u 
harmoniques > 0 qui ne sont pas du type 9,, sont aisément 
caractérisées par la condition que inf(u, A) soit un potentiel 
de Green, et l’enveloppe inférieure d’une telle u et d’un 9,, >0 
quelconque est aussi un potentiel. Il en résulte, par applica- 
tion d’un théorème de F. Riesz (*) à l’espace vectoriel formé 
par les différences de fonctions harmoniques > 0, que toute 
fonction harmonique > 0 dans ( se décompose, et d’une manière 
unique, en la somme d’un 9,, > 0 et d’une fonction u har- 
monique > 0 telle que inf(u, h) soit un potentiel de Green 
(Extension du cas h = 1 de Parreau [40)). 

Grace au théoréme 22, ces derniéres fonctions u peuvent 
encore être caractérisées de la façon suivante : 


THéoRèME 24. — Soit u harmonique = 0 dans Q. Pour que 


inf(u, h) soit un potentiel de Green, il faut et il suffit que r. 
admette, à la frontière de Martin, une pseudo-limite nulle sauf 
sur un ensemble h-négligeable. 

Supposons d’abord que inf (u, h) soit un potentiel de Green. 
Pour tout € > 0, l’extrémale de À relative à l’ensemble des 


points de Q où < € est aussi un potentiel, donc les points 
de non effilement du complémentaire forment un ensemble 
h-négligeable, et de même les points de À où lim sup > 0. 


Réciproquement, si cette derniére propriété a lieu pour u, 
elle a aussi lieu pour la plus grande minorante harmonique u, 
. u L4 La a! A 
de inf(u, h). Comme est bornée, le théorème 22 entraîne 
u, = 0, et l’on voit que cela subsiste si l’on suppose seulement 
existence, pour tout point minimal x hors d’un ensemble 
Hier h-négligeable, d’un ensemble E, non pile en x 


tel uly) — 0. 
gine h(y) y>a, yER, 


(23) Voir Bourbaki, Intégration, Chapitre 1. 
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30. Extension à un ouvert de {) et sa frontière dans Ô. 
Comme conséquence immédiate du théorème 22, on obtient 


d’abord le 


TutorEme 25. — Soient w un ouvert de \, et & sa frontière 
dans l’espace À. Les points de on A où (Q—w west pas effilé 
forment un ensemble e qui est h-négligeable pour w. 

Comme cet ensemble est la trace sur & n À d’une intersec- 
tion dénombrable d’ouverts (coroll. 1 du th. 5), il suffit de voir 
qu’il est faiblement h-négligeable pour w, c'est-à-dire que 
toute fonction w sousharmonique dans w, satisfaisant aux 


dad u , r > | u 
conditions : + bornée supérieurement et lim sup 7 <0 en tout 
à 


point-frontière hors de e, est nécessairement <0. 
Considérons u* et son prolongement par 0 hors de w, qui 


est une fonction sousharmonique w >0, puisque ——0 


h 


> * 24 4 yp 
en tout point de & hors de e. 7 est bornée supérieurement, 


et, en chaque point minimal x, tend vers 0 sur un ensemble 
non effilé en x; donc, par le théorème 22, w= 0, et u<0. 


CorozLatRE. — Les points de &nA ow w est effilé forment 
un ensemble h-négligeable pour w, ce qui complète la propriété 
de mesure harmonique nulle pour l’ensemble des points de 


w n Q où w est effilé [31] [2]. 


Lemme 6.— Sur l’ensemble des points de & n À où Q — w est 
effilé, les ensembles faiblement h-négligeables pour et Q sont 
les mêmes (donc aussi les ensembles h-négligeables ). 

Montrons que tout compact A de cet ensemble, h-négligeable 
pour w, est aussi h-négligeable pour Q. Soit D, 1, égale ala 
réduite h, de h relative & A. On sait que dans w, Dp n= D? à 


où F sur & vaut Ms dans ©, ¢4 ailleurs, de sorte que 
ha = 99 n+ HY, 


et la nullité de De, , entraîne hy = Ain donc ha = &. 
Mais par le choix du compact A et le corollaire du théorème 20, 

8? doit être un potentiel de Green, ce qui implique ha = 0. 
A 
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Remarque. — Le résultat précédent contient évidemment 
le résultat analogue [18] relatif à l’ensemble des points de 
onA extérieurs à ( —w. 

L'extension du théorème 22 à l’ouvert w et sa frontière w 


dans {) s’exprime alors par le 


TutorEMe 26. — Soit u sousharmonique dans l’ouvert 


Lire. ! + f 
w c Q, telle que — soit bornée supérieurement, et soit sur & un 


h 
ensemble e faiblement h-négligeable pour w, contenant les points 
de & où w est effilé. On suppose que pour tout point x e dn Q—e, 


<0, et que pour tout x e à n À —e, il existe dans w 


ae <0. Alors u 


lim sup a 
Y>x, Pee h 


un ensemble E, non effilé en x tel que lim sup 
est <0. vag. shh 

En utilisant un résultat local sur la topologie fine dans 
Q (**) [10], on voit d’abord que limsupu<0 en tout point 
de & n ( régulier pour w, de sorte que le prolongement de u* 
par 0 hors de w est une fonction quasi-sousharmonique dont 
la régularisée » > 0 est nulle quasi-partout dans (!— wo, 
C2 
h 


Soit e, l'intersection de e avec l’ensemble des points de & n A 


et satisfait à la condition: bornée supérieurement. 


4 Là . . . w 
où (1) — w est effilé. En chaque point minimal 2 ¢e,, — tend 


h 
vers 0 sur un ensemble non effilé en x: c’est évident si Q—w 


La hd w L 
n’est pas effilé en x puisque TS 0 quasi-partout dans Q—a; 
et si x est un point d’effilement de Q —w, donc de non effilement 
de w, il existe dans w un ensemble non effilé en x sur lequel 
u” . w x . 

Gaels donc aussi —-- Comme, d’après le lemme précédent, 


h 
e, est aussi faiblement h-négligeable pour Q, on en déduit » = 0, 
et u<0. 
(**) Soit u sousharmonique bornée supérieurement dans un ouvert w, relativement 


compact dans Q, et soit sur ©, un ensemble E faiblement 1-négligeable contenant 
les points d’effilement de w). En tout point-frontiére régulier x, on a 


lim sup u(y) = lim sup (Tet supg u(y) ) é 


* 
yr 2X ræ>Tn LEW,— E your 


oe 
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APPLICATION. — Notons e l’ensemble des points de à où w 
est effilé. Pour toute fonction f réelle sur &, considérons les fonc- 
tions u dans w qui sont sousharmoniques ou —, satisfont 


chacune à la condition : bornée supérieurement, et telles que 


pour tout point x ewn Ü —e, on ait bmsupz 7 < f(x), et que 


> x, yEw 
* . . 
pour toutæewnA—-e, il existe pour chaque u un ensemble Ei 


non effilé en x tel que lim sup Ed f(x). L’enveloppe supérieure 


des u est encore Dj, 7% >" h 


Il. — Allure à la frontière de la solution 9, ,. 


34. Les points pseudo-fortement h-réguliers. 

Rappelons quelques définitions et propriétés [18], pour abor- 
der l’étude de allure à la frontière des enveloppes et de la 
solution 9,,. Ces notions sont d’ailleurs valables dans le 
cas de la frontiére générale de la deuxiéme axiomatique, que 
nous examinerons au chapitre v. 

Un filtre ¥ sur Q convergeant vers un point-frontiére 2, 
est dit fortement h-régulier s’il existe un voisinage ouvert ù 
de x, et une fonction surharmonique # => 0 sur én tels que 


9 g TM 
Fr 40 et que — admette une borne inférieure > 0 hors de tout 
voisinage de 2,. Cela équivaut a ce que pour les voisinages 
ouverts à assez petits de 2,, =F Hye 3 0, et il s’ensuit l’exis- 


tence dans tout © d’une fonction surharmonique # > 0 satis- 
faisant aux conditions locales précédentes. 
Un filtre % convergeant vers x, est dit h-régulier si pour 


tout compact A sur la frontiére, ne contenant pas %, 7 40 
Pour que & soit h-régulier, il faut et il suffit que pour toute 


fonction f bornée supérieurement, 


lim sup Da < lim sup de f en %, 
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ou encore (*’), que pour toute f finie continue, 


Fe Drug fa) 
Il est immédiat que la h-régularité forte entraîne la h-régularité. 

Un point-frontière x, est dit fortement h-régulier ou h-régulier 
s’il en est ainsi de la trace sur Q du filtre des voisinages de 2». 

L’analogie des notions précédentes avec la notion classique 
de régularité pose la question de savoir si l’ensemble des points- 
frontière non fortement h-réguliers — ou même seulement 
non h-réguliers — est h-négligeable. On ne sait si la réponse 
est affirmative, mais si l’on remplace la topologie de Martin 
par la topologie fine, donc la limite ordinaire par la notion de 
pseudo-limite, on obtient un résultat analogue au résultat 
classique sur les points irréguliers, ce qui approfondit de 
façon importante lallure à la frontière de la solution, et 
permet de plus, comme on va voir, d’intégrer dans l’ancienne 
axiomatique le problème de Dirichlet avec la frontière 
de Martin. 

On dira qu’un point minimal x, est pseudo-fortement h-régu- 
lier si le filtre, trace sur Q du filtre des voisinages fins de x,, 
est fortement h-régulier. Alors : 


THÉORÈME 27. — Les points minimaux non pseudo-forte- 
ment h-réguliers forment un ensemble h-négligeable. 

Notons o¢ la boule ouverte de centre x et rayon p > 0 
(avec la métrique de Martin), et soit E, l’ensemble des points x 
minimaux tels que limsupg . 12 Kb 


> TT 


> 0. L’ensemble des points 


x minimaux non pseudo-fortement h-réguliers est réunion 
des E,, donc il suffit de montrer que E, est h-négligeable. 


n 
Considérons pour cela un recouvrement fini de A par des 
ouverts de {) de diamètre < p. Si à désigne l’un de ces ouverts, 


À 1 : 
lim sup; n Hie est > 0 en chaque point xe E,né (car 5 = à), 


donc E,nè est h-négligeable (coroll. 3 du th. 21), et de 


méme Es 


(**) Dans le cas général considéré au chapitre v, il faudra de plus supposer la 
condition (\, satisfaite. 
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Grâce au principe du maximum établi plus haut, on obtient 
alors le 


Cororrarre. — Les filtres, traces sur Q des filtres des voisi- 
nages fins des. points pseudo-fortement h-réguliers, satisfont 
aux conditions A, et B, de l’ancienne axiomatique. 


Conséquences. — Si f est finie continue sur A: 
1. La solution ®,, est unique fonction u harmonique dans 


(), telle que 7 soit bornée et admette, en tout point pseudo- 


fortement h-régulier, ou même seulement hors d’un ensemble 
faiblement h-négligeable, une pseudo-limite égale à f. 

2. Soit %, le filtre formé des ensembles E € © tels que l’extré- 
male de h relative à E soit un potentiel de Green. Si F définie 
dans ( admet la pseudo-limite f en tout point-frontière, sauf 
sur un ensemble faiblement h-négligeable, 9,, est aussi la 
seule fonction uw harmonique dans 0, telle que = soit bornée 


u ‘ bs 
et que -—— F tende vers zéro selon 4. 


h 
Car pour une fonction 9 dans (), la propriété de tendre vers 0 

selon %, équivaut à ce que y admette, à la frontière, une 

pseudo-limite nulle sauf sur un ensemble h-négligeable. 

En effet, si 9-3 0, l’ensemble où || Le appartient a 4, 
quel que soit « > 0, de sorte que les points de non effilement 
du complémentaire forment un ensemble h-négligeable, et de 
même les points de A où lim supg |9| > 9. 

Inversement, cette derniére propriété montre que les points 
de À finement adhérents a l’ensemble où |9| >¢ forment 
un ensemble h-négligeable, donc que l’ensemble où [9 < € 
appartient à %, quel que soit € > 0. 


32. Les filtres faiblement h-réguliers dans l'espace de Green on 

A côté des notions de h-régularité et de h-régularité forte 
utilisées dans l’étude de l’allure à la frontière des enveloppes 
et de la solution 9,,,, la théorie ordinaire du problème de 
Dirichlet conduit à introduire la notion suivante de h-régula- 
rité faible, qui dans le cas particulier h = 1, coïncide avec 
la notion de régularité considérée dans [20] : 
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Dérinirion 3. — Un filtre # sur Q est dit faiblement 


h-régulier si or 79, ce qui est indépendant du pôle y. 
Il revient au même de dire que F est plus fin que le filtre 
G, (indépendant de y,) engendré par les ensembles de Q ot 


ra <e (e > 0 variable). 

Exemples. — Le filtre 7, formé par les ensembles Ec Q 
tels que 6% soit un potentiel de Green est plus fin que #, 
(n° 27), done faiblement h-régulier. 

Un point-frontière x,¢ À déjà appelé faiblement h-régulier 
(n° 24) est caractérisé par la h-régularité faible de la trace sur 
Q du filtre des voisinages de x, (”). 

La deuxième axiomatique du problème de Dirichlet intro- 
duit des frontières générales sur lesquelles on définira de même 
la notion de point faiblement h-régulier. 


THÉORÈME 28. — Pour qu'un filtre F sur Q soit faiblement 
h-régulier, il faut et il suffit qu’il existe une fonction surharmo- 

y 
nique » => 0 dans Q telle que Ra. 

La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante, 
car si l’on considère un voisinage compact 5 de y, G,, est 


majorée, dans Q — 6, par kH27-" < ke (k= C“ > 0 conve- 


nable), d’où Se 20, 


Comparaison avec la h-régularité. — Soit sur la frontiére 
de Martin A — ou plus généralement sur la frontière [' de 
la deuxième axiomatique — un point x, où converge un 
filtre # h-régulier. S’il existe sur la frontière un compact 
A, ne contenant pas 2,, et tel que h, > 0, % est aussi faible- 
ment h-régulier. Si le complémentaire de {x,} est h-négligeable, 
cette propriété subsiste pour la frontière de Martin, car x, 
est alors nécessairement minimal, et h égale à un facteur 
près à la fonction minimale de pôle 2, dont le quotient 
par G,, tend vers + oo au point x; mais elle peut ne plus 
avoir lieu pour la frontière [’, comme dans le cas où [' est 
réduite au point d’Alexandroff 4 et h égale à 1. 


(*) Si a est minimal, cette condition équivaut à la h-régularité faible de la trace 
sur Q du filtre des voisinages fins de x). 
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Inversement, la h-régularité faible n’entraine pas en général 
la h-régularité. Ainsi tout point x, non minimal est faiblement 
K,-régulier pour tout point x minimal tel que (x, x) = + ‘co 
(et il existe au moins deux tels points distincts (n° 18)), mais 
non K,-régulier. 

Approfondissons maintenant les filtres faiblement h-régu- 
liers convergents dans l’espace de Martin Q : 


» . 9 , a 

THEOREME 29. 5 Pour quun filtre F sur (, convergeant 
vers un point x, minimal, soit faiblement h-régulier, ul faut 
et il suffit qu’il existe au voisinage de x, sur Q une fonction 


surharmonique + => 0 telle que A 
Soit » surharmonique > 0 sur l'intersection de Q et d’un 
a Ts N Vv . : 
voisinage ouvert © de x,, telle que 30 et soit w le domaine 
composant de à n ( qui admet x, pour point-frontière extérieur 
à Q—w (coroll. du th. 14). Le filtre # est faiblement h-régulier 


8 yo 


pour w, et comme =” (y, € &, 83, fonction de Green de w) admet 


au point z, une limite > 0 (th. 14), # est aussi faiblement 
h-régulier pour Q. 

On verra aussi, grace au théoréme 11, que la h-régularité 
faible pour © d’un point x, minimal équivaut à la h-régularité 
faible de x, pour un domaine quelconque w € (, dont x, est 
point-frontière, et tel que Q—w soit effilé en x,; et si l’on intro- 
duit le pôle x, sur la frontière de Martin d’un tel w, de la fonc- 
tion K,,— 6X, minimale dans w (th. 12), la h-régularité 
faible de x, pour Q équivaut aussi à celle de x pour w. 


33. Allure de la solution en un point minimal non faiblement 
h-régulier. 

Les résultats du n° 25 sont évidemment applicables à toute 
solution 9; , correspondant a une donnée f>0, mais la 
forme particuliére de la mesure canonique associée à Dp 
donne de plus le théorème suivant: 


Tuéorème 30. — Soit x, un point minimal non faiblement 


h-régulier. Si f sur A est >0 et h-résolutive, “ts admet en x, 


une pseudo-limite >0 finie ou non, égale a f fdu*, où 7 est 
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une mesure de Radon >O sur A, indépendante de f. Il y a 
identité des ensembles de mesure nulle pour u% et pour la 
mesure x canonique associée à h, et identité de la mesura- 
bilité- du et de la mesurabilité-du. 

La première partie vient de la représentation intégrale 


Deux) = f{ K(y, 2) f(y) du(y), 
sa égale à 


; , 9) 
d’après laquelle la pseudo-limite au point x, de 4 


h 


(O(a, y) duly), 


[O(a 9) fy)aely) 


peut s’écrire [ fdu, avec 


i O(a, y) du.(y) 
di Y ree 
J 9 (x, y) du(y) 


mesure > 0 indépendante de f. Il y a évidemennt identité 
des ensembles de mesure nulle pour u.* et pour uv; et si f > 0 
sur A est sommable-du* (resp. du), elle est sommable-du. 
(resp. du*) au sens large, d’où Videntité sur A de la mesura- 


bilité-du* et de la mesurabilité-du. 


Extension. — Siu f est h-résolutive et sommable-du:* au 


sens large, 4. admet en x, une pseudo-limite finie ou non, égale 


[fase 


34. Exemple d'application. — Le théorème 23 permet d’amé- 
liorer assez largement un résultat de M. Brelot [18] sur l’allure 
d’une fonction sousharmonique au voisinage d’un point- 
frontière h-régulier. 


THÉORÈME 31. — Soit u sousharmonique dans l’espace de 
Green {), telle que 7, Soi bornée supérieurement. Soient sur A 


un point x, h-régulier et un ensemble E faiblement h-négligeable 


alate ys. 
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contenant x, et l’ensemble A, des points non minimaux Sp 


Alors : 


1) lim sup — hm sup (lim s SUPG me 


Y> 2X uy T>Ty TEA —E (y) 


2) SE h-négligeable, et si E, désigne un ensemble quel- 
conque de Q non effilé en x, 


ORE en babe eee dE) 
imn SUP Fy) lim sup (lim sup} 


Le os sur le résultat de [18] est que limsup; : 
Ye 


lim sup — h © remplacent la lim sup ordinaire qu’elles minorent. 
Yoru, y€E, 


La démonstration est adaptée de ce cas initial. 
Supposons d’abord E h-négligeable. Alors, Per le théorème 23, 


<D,:, où f vaut —oo sur E et lim sup mi en tout cé E, 
re sorte que, en 2, h-régulier, ee set 


lim sup—< limsup defen, donc < lim sup(hmsu 
m SUP < tk P f id T > To be ake y>o, sup h 
L’inégalité contraire évidente permet de conclure au 2). 
Le 1) s’en déduit dans le cas de E h-négligeable, puisque 
lim SUpG + est égale à lim sup-}-en x prise sur un ensemble 
your 


convenable de complémentaire effilé en x. 
Dans l’hypothése de E faiblement h-négligeable, supposons 


lim sup (tim supg <_< limsup La 
T>Ty TEA —E yor 


Ÿ>T 


et considérons l’ensemble ec À où lim supe > +; lest 
borélien et son intersection e, avec un voisinage ouvert assez 
petit de x, appartient a E; donc e, est h-négligeable, et 


lim sup lim sup (lim su SUPg + +) >Y 


Y>To Z> Ty TEA —(eU Ao) you 


ce qui est contradictoire avec l’inégalité lim SUPG 7 <y au 
voisinage de 2. 


(27) Remarquer essentiellement que x, est adhérent à A —E (voir [18]). 


CHAPITRE V 


APPLICATION DE LA FRONTIÈRE DE MARTIN 
A L'ÉTUDE AXIOMATIQUE DU PROBLÈME DE DIRICHLET 


1. — Allure à la frontière de la solution et comparaison 
de deux axiomatiques. 


35. — Soit dans l’espace de Green © une fonction harmo- 
nique h > 0. Nous avons rappelé au chapitre 1 les bases 
d’une nouvelle axiomatique du problème de Dirichlet, déve- 
loppée à partir de tout espace compact métrisable Q dont Q 
est un sous-espace partout dense, de frontière [ = Q — (. 
La théorie repose sur l’axiome suivant : 

Azxiome &, : Toute fonction finie continue sur l'est h-résolutive. 

Elle s'applique en particulier à l’espace de Martin QO, 
c’est-à-dire l’espace pourvu de la frontière de Martin A, pour 
lequel l’axiome a, est vérifié quel que soit À, et, en utilisant 
la notion d’effilement, nous avons étudié dans ce cas parti- 
culier l’allure à la frontière des enveloppes et de la solution 
Dar 


Nous poursuivons ici cette étude pour l’espace Q général. 


36. Les fonctions minimales et leurs pôles. | 

Soit K, une fonction minimale dans Q (x minimal e A). 
D’après M. Brelot [18], toute réduite (K,). de K, relative à un 
ensemble-frontière ec I’ est nulle ou égale à K,, et il existe 
au moins un point ze L' tel que (K,);, = K,. 

Un tel point z est dit pôle dans © (ou sur [’) de la fonction 
minimale K,, et pôle unique de K, dans le cas d’unicité. 

Dans l’espace de Martin ©, toute fonction minimale K, 
admet le pôle unique x. 
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Principales propriétés de la notion de pôle. 

19 Pour que la fonction minimale K, ait un pôle unique 
sur I’, il faut et il suffit qu’elle vérifie Vaxiome ax relatif à 
Q 181. 

2° Pour qu'un point z e L' soit pôle de la fonction minimale K,, 
ul faut et il suffit que K, soit invariante par extrémisation sur 
tout ensemble de 0 auquel z n’est pas adhérent (dans Q). 

La définition des réduites montre que la condition est suffi- 
sante, et la nécessité vient de la propriété [18], pour toute 
réduite relative à un ensemble-frontiére e, d’être invariante 
par extrémisation sur tout ensemble de 2 dont l’adhérence 
dans ( ne rencontre pas e. 


CoroLLaIRE. — Si ze l'est pôle de la fonction minimale K,, 
cette fonction est associée à 0 au voisinage de tout point-frontière 
distinct de z. 

3° Pour qu'un point zel soit pôle unique de la fonction 
minimale K,, il faut et il suffit que K, ne soit pas associée à 0 
au voisinage de z. “2 

Si K, admet z pour pôle unique dans (), elle vérifie l’axiome 
ax, et l’ensemble des points-frontière au voisinage desquels 
elle est associée à 0 est K,-négligeable. Donc K,, associée 
a 0 au voisinage de tout point-frontiére distinct du pôle z, 
ne peut l’être au voisinage de z. 

Réciproquement si K, n’est pas associée à 0 au voisinage 
de z, aucun point distinct de z ne peut être pôle, et K, admet z 
pour pôle nécessairement unique. 

49 Soit A un compact sur T. Pour que la fonction minimale 
K, ait un pôle dans A, il faut et il suffit que (K,), = K,, ou 
encore que (K,), soit non nulle. 

Si ze À est pôle de K,, on a (K:)a > (Ki) = K,, d’où 
(K,)a = K,. Inversement, partant de cette égalité, on peut 
former une suite décroissante de compacts A, À, d’intersec- 
tion réduite à un point zeA, et tels que (K,),,90, donc 
(K,)a, = K,. Comme les réduites relatives aux ensembles 
compacts définissent une fonctionnelle continue à droite, 
(K,)a, > (Ki) d'où (K,);.; = K,, c’est-à-dire que z est 
pole de K,. a 
Le raisonnement du 2° montre encore que la condition 
(K,)a = K, équivaut a l’invariance de K, par pe ae ee 
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sur tout ensemble de Q dont l’adhérence dans () ne rencontre 


pas À. 


CorozLairE. — Soient À et B deux compacts sur l. Pour 
que la fonction minimale K, ait un pôle dans A et un pôle dans B, 
il faut et il suffit que {(K,)a|p soit non nulle. 

5° Transformons par le critère d’effilement du théorème 5 
les propriétés caractéristiques 2° et 3° ci-dessus. Nous en obte- 
nons aussitôt des formes équivalentes qu'il est important 
d’expliciter : 

Soit K, une fonction minimale dans 2 (ae A,): 

a) Pour qu'un point ze l' soit pôle de K,, ul faut et il suffit 
que pour tout voisinage « de z dans Q, a n Q soit non effilé au point x. 

b) Pour qu'un point zel' soit pôle unique de K,, ul faut 
et il suffit que pour tout voisinage « de z dans Q, Qn [a soit 
effilé au point x. 

Il résulte de là que si ze l'est pôle unique de la fonction 
minimale K,, z est adhérent (dans ()) à tout ensemble de 2 non 
effilé en x. 

60 La propriété 4° ci-dessus et le théorème 5 montrent de 
même que, si A est un compact sur I’, la condition que K, 
ait un pôle dans À équivaut à ce que, pour tout voisinage « 
de A dans Q, an Q soit non effilé au point x. 


37. Autres propriétés des pôles des fonctions minimales. 

On notera À, le sous-ensemble de À formé des points mini- 
maux x pour lesquels K, possède un pôle unique sur I’, ou encore 
vérifie l’axiome ax, relatif à l’espace Q. En faisant correspondre 
à chaque point x e À, le pôle de K, sur [’, on définit une appli- 
cation ® de À, dans I’, sur un sous-ensemble de I’ noté l'.. 


Lemme 7. — Soit A un compact sur I’. L'ensemble A, des 
points x minimaux pour lesquels K, a un pôle dans A est un Gs 
(intersection dénombrable d ouverts). 


D’après la propriété 6° du n° 36, l’ensemble A, est identique 

à l’adhérence, dans la topologie fine sur l’espace de Martin 0, 

de la trace sur ( du filtre des voisinages de A dans Q, et si (a,) 

est une suite décroissante de voisinages de A, telle que fe=A, 
n 
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A, est aussi l'intersection des adhérences fines des ensembles 
a, 2 Q. Le lemme vient donc de ce que les points de A finement 
adhérents à un ensemble de 2, ou points de non effilement, 
forment une intersection dénombrable d’ouverts (coroll. 1 


du th. 5). 


THÉORÈME 32. — L'ensemble A, est un K,;. 
Considérons, pour chaque entier n, un recouvrement fini 


! ; Ne ET, 
R, de [ par des compacts de diamètre < —, et pour chaque 
n 


compact À e ®,, l’ensemble des points x minimaux tels que K, 
ait un pole dans A et un pôle hors de A. La réunion des ensembles 
analogues relatifs aux compacts de tous les recouvrements 
R, est A, — Aj, et comme A, est un Gz, il suffit de montrer 
que chacun de ces ensembles est un G;. 

Or, si B est un compact de I’ disjoint du compact A, il 
résulte du lemme précédent que les points 2 minimaux tels 
que K, ait un pôle dans A et un pôle dans B forment un Gs, 
et le résultat cherché s’en déduit, en considérant une suite 
de compacts sur [’ dont la réunion est le complémentaire 


de A. 


Corotiarre. — L'application est borélienne. 
Car l’image réciproque par ® d’un compact de [ est un K,3, 
comme trace sur A’ d’une intersection dénombrable d’ouverts. 


Remarque. — Il convient de remarquer que l'application Ÿ 
n’est pas nécessairement biunivoque. On le voit en examinant, 
comme M. Brelot [18], l'exemple d’un domaine circulaire 
diminué d’un rayon, avec sa frontière euclidienne; tout point 
du rayon est pôle de deux fonctions minimales distinctes 
qui vérifient l’axiome fondamental relatif à cet Q particulier 
(pour lequel a, est d’ailleurs vérifié quel que soit h). On 
aura un autre exemple, dans l’espace, en considérant le domaine 
compris entre deux sphères tangentes intérieurement, et le 
point de contact, qui est pôle unique d’une infinité de fonctions 
minimales distinctes. re 

Remarquons aussi que cette application Ÿ n’est pas en géné- 
ral continue. 


260 LINDA NAÏM 


38. Equivalence dé l'axiome &;. 


Tutorime 33. — Pour qu'une fonction harmonique h > 0 


dans Q satisfasse à Vaxiome &, relatif à l’espace Q, il faut 
et ul suffit que A— À, soit h- négligeable, c’est-à-dire que les 
points x minimaux pour lesquels K, n’a pas un pôle unique 
sur |’ forment un ensemble h- négligeable. 

Partons d’une forme équivalente de l’axiome &, : 


a: Quels que soient les compacts disjoints A et B sur i 
(ha)s =0, et utilisons la représentation intégrale canonique 


h= | K,du(x) 
qui entraîne, pour les compacts A et B sur |”, 


(ha) = J [(Kz)a]n du (a). 


Supposons A et B disjoints. On a [(K;)4js = 0 pour tout 
xe; (puisque ax, relatif à Q est vérifié), donc (A,)p = 0 
dès que A — À, est h-négligeable. 

Réciproquement, si (ha), = 0, l’ensemble des points x mini- 
maux pour lesquels [(K,),]n > 0, c’est-à-dire pour lesquels K, 
a un pôle dans A et un pôle dans B, est h-négligeable, et il 
en est de même de A,—A;{ qui est réunion dénombrable 
d’ensembles de ce type d’après la démonstration du théorème 32. 


CoROLLAIRE. — Si a, est vérifié, l’ensemble l'—T, est 
h-négligeable relativement à Q. 

Pour tout compact Acl'—[", (K,),=0 pour tout re Ai, 
donc l’hypothèse &, entraîne la nullité de la réduite 


hp = {(K a) a du(x) 
fl en résulte 9, ,,: = 0, et le corollaire s’en déduit grâce 
à la mesurabilité de L'— [’,, qui vient de ce que I’, est analy- 


tique, comme image de A; par l’application borélienne ® (*). 


39. Les filtres # dans Q. 


Soit x un point minimal e A et soit &, (et brièvement Ÿ) 
la trace sur () du filtre des voisinages fins de x, c’est-à-dire le 


(8) Le graphe de ® dans l’espace produit (A, I) est borélien, donc sa projec- 
tion I, sur Fest analytique (voir par exemple Kuratowski, Topologie). 
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di 


filtre sur ©) formé des ensembles de complémentaire effilé en es 
ou encore, d’après le critère d’effilement du théorème 5, des 
ensembles sur lesquels l’extrémisation de K, ne conserve pas 
cette fonction. La propriété 5° du n° 36 donne aussitôt le 


THÉORÈME 34. — L’adhérence du filtre %, dans Vespace 
compact () est identique à l’ensemble des pôles de la fonction 
minimale K,. La convergence de %, dans Q équivaut donc à 
l’unicité du pôle, lequel est alors point limite de 3. 

Un point x minimal et le filtre %, qu’il définit seront dits 
associés. Les filtres #, convergents dans Q sont ceux associés 
aux points xe À,; leurs points de convergence dans Q forment 
le sous-ensemble [’, de |’, défini au n° 37 comme image de A; 
par l’application ®, c’est-à-dire comme ensemble des pôles 
des fonctions minimales qui possèdent un pôle unique sur [’. 
En chaque point zel’, convergent tous les filtres # associés 
aux fonctions minimales qui admettent z pour pôle unique. 


Enfin : 


THEOREME 33°. — L'axiome &, relatif à ( équivaut à ce 
que les points minimaux associés aux filtres % non convergents 
dans (À forment un ensemble h-négligeable. 


REMARQUE FONDAMENTALE (Principe de maximum). — Pour 
qu'un ensemble 63 de filtres % précédents satisfasse à la condi- 
tion: # 

A,). Si u sousharmonique dans Q satisfait à: à bornée 


. . u tes 
supérieurement et lim sup 4 <0 quel que soit F e 6%, alors u< 0, 


g 


il faut et il suffit que les points minimaux associés aux filtres % 
qui n’appartiennent pas à 63 forment un ensemble faiblement 
h-négligeable. | 

Conséquence immédiate des théorèmes 22 et 23. 


Application. 


Lemme 8. — Dans l'hypothèse &,, l’image réciproque par 
l'application ® de tout ensemble faiblement h-négligeable rela- 
tivement à Q est un ensemble faiblement h-négligeable relative- 
ment à À. 
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Soit d’abord A un compact h-négligeable relativement à (2. 
Sans hypothèse «,, l’ensemble des points + minimaux tels 
que K, ait un pôle dans À — ce qui équivaut à la condition 
(Kj. 0 est h-néglhigeable relativement a Ô, car la nullité 
de la réduite 


hr = i (K,), du. (x) 


entraîne que la fonction (K,), dew soit nulle presque partout-du. ; 
donc l’image réciproque ®~'(A) est aussi h-négligeable. 
Passons au cas d’un ensemble e quelconque faiblement 
h-négligeable relativement à ©, et montrons que tout compact 
ac)~'(e) est h-négligeable. Comme la restriction à o de l’appli- 
cation ® est borélienne, il existe, pour tout € > 0, un compact 
o,co tel que mG n [oa)< ¢, et que la restriction de ® à 6, soit 
continue (*). L’image @(c,) est un compact contenu dans e, 
donc faiblement h-négligeable, et l’axiome a, sous la forme 
équivalente a, montre que (c,) est aussi h-négligeable. 
Il en est donc de même de a,c ®~‘((c,)). Ainsi u(o) <e, 


et comme € est arbitraire, on conclut u(c) = 0 


THÉORÈME 35. — Supposons Vaxiome &, vérifié, et consi- 
dérons pour toute fonction f réelle sur I’, les fonctions u dans Q 
qui sont sousharmoniques ou — , et satisfont chacune aux 
u 4 # à . 

7 bornée supérieurement et lim sup < f(z) pour 
tout point ze |’, et tout filtre % convergeant vers z. L’enveloppe 
supérieure des u est encore ®,,. 

En reprenant la démonstration du théoréme 23, on est ramené 
a voir que si ec |’, est faiblement h-négligeable relativement 


conditions : 


A 


à Q, l’ensemble des filtres # qui convergent vers des points 
de I’, — e satisfait à la condition A,. Cela résulte de ce que les 


points minimaux associés aux filtres ¥ qui n’appartiennent 
pas à la famille considérée forment l’ensemble (A, —A;) u ®~'(e), 
qui est faiblement h-négligeable d’après le théorème 33! et 
le lemme 8. 


(*) Pour cette propriété des fonctions mesurables, voir par exemple Bourbaki, 
Intégration, chapitre rv. 
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40. Allure à la frontière des fonctions surharmoniques > 0. 

Avant d'aborder l'étude de l’allure à la frontière |’ de la 
solution du problème de Dirichlet, nous allons donner quelques 
résultats préalables, qui généralisent certains des résultats 
obtenus au chapitre mi dans le cas particulier de la frontière 
de Martin. 

Nous utiliserons essentiellement les filtres # définis au n° 
précédent, et le théorème 21, qui exprime que pour tout poten- 
tiel de Green ¢ d’une mesure > 0 dans Q, les points minimaux 


associés aux filtres % pour lesquels lim sup >= 0 forment 
un ensemble h-négligeable. ibd! 

Rappelons [18] que si u et u, sont deux fonctions harmoniques 
> 0 dans Q telles que u, < u: 

a) Yinvariance de u par extrémisation sur un ensemble 
de © entraîne la même propriété pour u,; 

b) la condition a, relative à Q entraîne la condition &,,, 
propriétés qui se déduisent aussi des théorèmes 20 et 33° res- 
pectivement. Alors: 


Lemme 9. — Si u harmonique >0 dans Q est associée à 0 
au voisinage d’un point-frontière z, et vérifie l’axiome &, relatif 
à (), il existe un voisinage ouvert 6, de z, tel que g2Q°(% soit un 
potentiel de Green. 

Soit à un voisinage ouvert de z, tel que l’on ait u= Hye 
dans $nQ. Si à, est un voisinage ouvert de z, tel que 6, <6, 
l’extrémale 62°(% est un potentiel de Green, sinon la plus grande 
minorante harmonique u, serait une fonction harmonique > 0, 
associée à 0 au voisinage de tout point-frontiére, et vérifiant 
Yaxiome @,, relatif à ( (parce que u< u). 


Tutorime 36, — Soit u harmonique > 0 dans Q, vérifiant 
Paxiome à, relatif à Q, et soit A le support compact de la u-mesure 


harmonique sur |’. Les pounts minimaux associés aux filtres % 
qui convergent vers des points de I’—A, et pour lesquels 


lim sup + > 0, forment un ensemble h-négligeable. 
Comme [—A est aussi l’ensemble des points-frontière au 


voisinage desquels u est associée à 0, il existe, pour tout point 
ze [—A, un voisinage ouvert 5 de z et un potentiel de Green ? 
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tels que »=u dans à n (). Le théorème s’en déduit en considé- 
rant un recouvrement dénombrable de [’—A par de tels 
ouverts à. 


Extension. — Dans l'hypothèse &,, le résultat s'étend à u 
harmonique > 0 quelconque, en prenant pour À l’ensemble 
(compact) des points-frontière au voisinage desquels u n’est 
pas associée à (). 

Il suffit de remarquer que wu peut s’écrire sous la forme 

U = Un; + Ua; 
(a cause de l’additivité, sur. À, des réduites pour ensembles 
disjoints mesurables), et d’établir la propriété pour chacun 
des termes du second membre. 

Pour u,;, si cette fonction n’est pas nulle, la propriété se 
déduit du théorème, car u,;, dont la mesure associée ne 
charge que Ay vérifie l’axiome Qu, relatif à Q (th. 33) e 
est associée à () au voisinage de tout point de [’— A(uy, < me 
de sorte que le support de la u,:-mesure harmonique 
est contenu dans A; et pour w,_4,, elle vient de l’hypo- 
thèse @,, sous la forme équivalente du théorème 33, 
qui entraîne que inf (u,_,;, h) est un potentiel de Green (*), 


donc (th. 24) que faye admet sur A une pseudo-limite nulle 


sauf sur un ensemble h-négligeable. 


CorozLzaIRE. — Soit dans Q un ouvert à rencontrant T.. 


Sous la condition &,, les points minimaux associés aux filtres % 
qui convergent vers des points de onl et pour lesquels 


lim sup a Hpe© > 0, forment un ensemble h-négligeable. 


Il suffit de considérer l’extrémale 65°, qui est égale à H8°2 


dans à n Q et vaut dans Q la somme du potentiel de Green d’une 
mesure > 0 et d’une fonction harmonique h, > 0, qui, si elle 
est non nulle, satisfait à la condition &,, (parce que h, < h), 
et définit une h,-mesure harmonique de support contenu dans 


l'a [ a. 


(°°) L’enveloppe inférieure de deux fonctions harmoniques > 0 dont les mesures 
associées sont portées par deux ensembles disjoints est un potentiel de Green. 
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41. Allure à la frontière de la solution Dy. 

Ce qui précède permet d’approfondir l’allure à la frontière 
des enveloppes et de la solution 9, , dans le cas d’un Q général, 
en utilisant les notions de h-régularité et de h-régularité forte, 
dont la définition est rappelée au chapitre rv. La encore, on ne 
sait si l’axiome @, entraîne, comme dans le cas classique de 
frontière euclidienne avec h = 1, que l’ensemble des points- 
frontière non fortement h-réguliers — ou seulement non 
h-réguliers — est h-négligeable. Mais les résultats obtenus 
pour l’espace de Martin peuvent s’étendre de la façon suivante : 


THÉORÈME 37. — Si h harmonique > O0 dans Q satisfait 
à l’axiome A, relatif à Q, les points minimaux associés aux 
filtres $ convergents dans Q et non fortement h-réguliers pour ( 
forment un ensemble h-négligeable. 

La démonstration est adaptée de celle du théorème 27. 
Notons a; la boule ouverte de centre ze L'et rayon p > 0 (avec 


la métrique de ()), et soit E, l’ensemble des points minimaux 


Ties 1 oe : 

ve A; tels que l’on ait limsup h Hy °~0 pour le filtre &, 
Fax ; 

associé à a et le pôle z de K,, qui est point limite de &,. 


L’ensemble des points minimaux associés aux filtres # conver- 
gents dans ( et non fortement h-réguliers pour © est réunion 
des E,, donc il suffit de montrer que E, est h-négligeable. 


n 


Considérons pour cela un recouvrement fini de | par des 
ouverts de Q de diamètre <p. Soit à l’un de ces ouverts, 
et soit à, l’image réciproque D-'{àn l'). Pour chaque point 
reE, né,, le filtre $, associé à x converge vers un point ze én l’, 


et lim sup H3°° est => 0 (car 55 = 0), donc E, n 4, est h-négli- 


Fe | 
geable (coroll. du th. 36), et de même E, puisque les ensembles 
5, forment un recouvrement de A\. 


CoroLLaiRE 1. — Dans l'hypothèse &,, les filtres % convergents 
dans Q et fortement h-réguliers pour Q satisfont aux conditions 
A, et B, de l’ancienne axiomatique étendue, ce qui complète la 
comparaison des deux axiomatiques et en établit l’équivalence. 

La condition B, résulte du choix même de ces filtres. A, 
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vient de ce que les points minimaux associés aux filtres 
qui ne font pas partie de la famille considérée forment un 
ensemble h-négligeable (th. 33’ et 37), et de la remarque 
fondamentale du n° 39. 


“à UE 
CoROLLAIRE 2. Sous la condition A,, les points de [où 
ne converge aucun filtre J fortement h-régulier pour {) forment 
un ensemble e h-négligeable relativement à Q. 

D’après le théorème, D '(e) est h-négligeable relativement 
à À, donc il existe une fonction surharmonique # > 0 telle que 
v ; a : one, 
sa + oo en tout point re P—'{e), et à fortiori selon le filtre 
Ù 
Ba res : Vv 
%, associé à chacun de ces x. Autrement dit —-— + © selon 


h 
tout filtre # convergeant dans Q vers un point de e, d’où le 
corollaire puisque les enveloppes relatives à [restent les mêmes 
quand les conditions-frontière sont prises selon les filtres Gi 
convergents dans Q (th. 35). 


Conséquences. —- Si f est finie continue sur [’: 
4. La solution 9,, est unique fonction u harmonique dans 
A 


Q, telle que — soit bornée et admette, selon tout filtre # 


h 
fortement h-régulier pour 2, convergeant vers ze [’,, une limite 
égale a f(z). 

2, Soit 3, le filtre formé par les ensembles Ec tels que 
l’extrémale de h relative à E soit un potentiel de Green. Si F 
définie dans © tend vers f selon tout filtre $ convergeant dans 
Q, exceptés certains filtres 3 dont les points de convergence 
sur [' forment un ensemble faiblement h-négligeable, 9,, 
est aussi la seule fonction w harmonique dans Q telle que 2 


h 


Le r u r 
soit bornée, et que ee tende vers zéro selon ,. 


Cas particulier: F prolongement continu de f dans (). 
Cela résulte encore de l’équivalence, pour une fonction 9 
dans Q, de la condition + g 0 avec l’existence, sur A, d’une 
pseudo-limite nulle sauf sur un ensemble h-négligeable (n° 31). 


+ 


# 


| 


LD 
oP) 
I 
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2. — Comparaison des problèmes correspondant à () 
et à l’espace de Martin. 


42. Considérons toujours l’espace compact métrisable 0 
dont © est un sous-espace partout dense, de frontière 
[= Q — Q, et soit h harmonique > 0 dans 0. 

On a vu que la notion de pôle d’une fonction minimale 
permet de définir une application ® d’une partie À, de la fron- 
tière de Martin sur un sous-ensemble [’, et I’, et que si la condi- 
tion a, relative à ( est satisfaite, les complémentaires respec- 
tifs A — Ai, ['—[,, sont h-négligeables, donc inutiles pour les 
problèmes de Dirichlet correspondant respectivement aux 
frontières A et I’. 

D’autre part, si l’on introduit les filtres F (n° 39) convergents 
dans (), leurs points limites dans Ô et Q, qui sont précisément 
en correspondance selon ®, forment respectivement les 
ensembles A! et [’,, et pour chacun de ces espaces, moyennant 
a, les enveloppes fondamentales de la théorie du problème 
de Dirichlet restent les mêmes quand les conditions-frontière 
sont prises selon ces filtres F. 

Grâce à ces résultats, il va être possible de ramener tout 
problème de Dirichlet relatif à 2 à un problème analogue 
relatif à l’espace de Martin. De façon précise : 


Taéorème 38. — Soit f une fonction réelle sur Let soit 
f, sur À égale en chaque point xeN, à la valeur de f au 
point D(x) (pôle unique de K,) et définie de fagon quelconque 
ailleurs. 

Alors, sous la condition &,, en introduisant l'indice (A) pour 


les notions relatives à A, c’est-à-dire l’espace Q, 
D, =D et Dr = D 


Donc, dans le cas le plus général d’un Q satisfaisant à a, la 
solution générale D,, est égale à la solution correspondante D'A), du 
problème relatif à la frontière de Martin. | 
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D'après a,, l’ensemble A— Aj est h-négligeable, donc le 
changement de /,, sur cet ensemble n’altére pas les enveloppes 
CEE 4) qui se trouvent déterminées par la seule connaissance 
de f, sur Aj. 

Alors toute fonction u sousharmonique ou égale à — «, telle 


aus u 
que Fe soit bornée supérieurement et que, dans (2, lim sup 7 ef 
en tout point de |’ (ou même seulement de |’), satisfait, 


pour tout ze Aj, à la condition lim sup i <f,(z), done minore 
90, (th. 23), d'où Du EL DA | 

Deméme, toute fonction usousharmonique ou égale à — , telle 
u 
h 


en tout point de A (ou même seulement de A‘), satisfait à la 


a AO’, u 
que — soit bornée supérieurement et que, dans ‘2, im sup re. ST, 


condition lim sup - <f(z) pour tout point zel, et tout 
ÿ 
filtre # convergeant vers z, donc minore ®,, (th. 35), d’où 
DA D, ue a & 
On en déduit Pégalité D,, = Di, entraînant D,, = DA), 
que l’on peut aussi établir directement de façon analogue. 
Et si l’une des fonctions f, f,, est h-résolutive, il en est de 


même de l’autre, avec égalité des solutions correspondantes 
(A) 
?, ho Dib. 


Cas particulier. — Si e est un ensemble de I’, sa h-mesure 
harmonique intérieure (resp. extérieure) relative à Q est égale 


à la h-mesure harmonique analogue, relative à , de son image 
réciproque par l’application ©. 


Remarque. — Comme l'application ® n’est pas nécessaire- 
ment biunivoque, on voit que la frontière de Martin affine 
le problème de Dirichlet par décomposition effective de cer- 
tains points-frontiére. Il serait donc important de savoir si 
l’espace de Martin est, à un homéomorphisme près, le seul Q 
où &, est vérifié quel que soit h, et pour lequel il y a corres- 


pondance biunivoque entre les fonctions minimales et leurs 
pôles. 
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3. — Exemples d’application. 


43. Nous allons donner deux exemples d'application de la 
correspondance établie entre la frontière de Martin et toute 
frontière [’ au moyen de la notion de pôle d’une fonction mini- 
male. 

La simple définition du pôle donne d’abord une propriété 
nouvelle des fonctions minimales : 


THÉORÈME 39. — Si l’espace de Green Q est partout dense 
dans un espace compact métrisable où tout point-frontière de Q 
forme un ensemble h-négligeable, alors (sans supposer &), les 
quotients par h des fonctions minimales dans {) sont nécessaire- 
ment non bornés. 

En particulier, si Q est un domaine euclidien borné, ou dont 
le point à l'infini est un point-frontière formant un ensemble 
1-négligeable, les fonctions minimales dans © sont nécessairement 
non bornées. 

On sait en effet (coroll. du th. 17) qu’une condition néces- 
saire et suffisante pour que ae soit non bornée dans {) (pour K, 
minimale) est que la mesure canonique associée a A ne charge 
pas {x}, de sorte que si la réduite 


Ay = [Ka du. (x) 

relative à l’ensemble-frontière réduit à un point ze l'est nulle, 
As est non bornée pour toute fonction minimale K, admettant z 
pour pole. 419 

Le théorème général en résulte, et le cas particulier vient 
de ce que, pour un domaine euclidien, tout point non à l'infini 
de sa frontière ordinaire forme un ensemble de mesure harmo- 
nique ordinaire nulle, c’est-à-dire 1-négligeable. 

Dans le même ordre d’idées, on retrouve un résultat obtenu 
par M. Brelot [18] par une toute autre voie: 


Tutorime 40. — Le pôle sur T de toute fonction minimale 
admettant un pôle unique dans Q est un point accessible. 
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Soit zel',, pôle unique de la fonction minimale K,(xe Nah: 
Soit s, une boule ouverte de centre z et rayon < 1 (avec la 
métrique de Q); d’après la propriété 5° du n° 36, Qn 2 est 
effilé au point x, donc il existe un domaine composant w, 
de l’ouvert 5, n Q tel que Q —w, soit effilé en x (coroll. 2 du th. 5), 
et = est adhérent à w,. Soit os, une boule ouverte de centre z 


et rayon ; pour l’ouvert 5, n w,, dont le complémentaire 


2; 
dans Q est effilé au point x, il existe encore un domaine compo- 
sant w, tel que (0 —w, soit eflilé en x, et z est adhérent à w.. 


On forme ainsi une suite décroissante de domaines w,e{), de 
+ dus: 2 ' a; 
diamètre <-—;, admettant z pour point-frontière et tel que 
n 


[ex = {z}, d’où l'accessibilité de ce point. 


CoRoLLAIRE. — Pour l’espace 2, moyennant a,, l’ensemble 
des points-frontière inaccessibles est h-négligeable. 

Car tout point inaccessible appartient nécessairement à 
l — F,, qui est h-négligeable dès que la condition a, est 
satisfaite (coroll. du th. 33). 


4. — « Action à distance » et filtres complètement H-réguliers. 


44. — Nous abordons ici l’étude d’un phénomène « d'action 
à distance » dans le problème de Dirichlet, mis en évidence 
par R. 5. Martin [33] et M. Brelot [6]. Sans prétendre élucider 
complétement la question, nous donnerons quelques résultats 
assez généraux. 

Soit l’espace de Green (2 partout dense dans un espace 
compact métrisable Q, et de frontière I’ = Q — Q; fixons h 
harmonique >0 dans Q. 

Si un filtre # sur Q, convergeant vers un point-frontiére z,, 
est h-régulier, on sait que pour toute fonction f bornée supé- 
rieurement sur |, 


lim arp He D, , L lim sup de f en z,. 


h 


Mais cette inégalité peut ne plus avoir lieu si f n’est bornée 
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supérieurement qu’au voisinage de z,, car les valeurs de f 
; “se rg 
hors d’un tel voisinage peuvent aussi influer sur l’allure en z, 


D 

ih . = . . 
de a C’est cette « action a distance » que mettent en relief 
les exemples de M. Brelot et R.S. Martin, donnés dans le cas 
h=1 pour un domaine de R° et sa frontière euclidienne. 
Ces exemples montrent même que f h-résolutive sur |’ peut 
être bornée au voisinage d’un point-frontière z, sans qu'il 

ee ‘ D 
en soit nécessairement de même pour ~£“. 


h 


On est ainsi conduit aux notions suivantes : 


45. Filtres h-indépendants et filtres complètement h-réguliers (*’). 


Deérinition 4. — Un filtre # sur Q convergeant vers un 
point-frontière z, est dit complètement h-régulier si pour toute 
fonction f sur l', bornée supérieurement dans un voisinage 
de z, et telle que Dp, < + ©, ona 
; 4 — : 
hm sup 7 D; x < lim sup de f en z. 

F 

Cela entraîne évidemment la h-régularité du filtre #, et 
dans l’hypothèse a,, équivaut à ce que pour toute f h-réso- 
lutive, finie et continue au point z,, 


: 
Fr x f (+). 


Un point-frontière z, est dit complètement h-régulier s’il en est 
ainsi de la trace sur Q du filtre des voisinages de %. 

En s’inspirant d’un Mémoire de M. Brelot [11] où est étudiée 
une certaine notion « d’activité », on introduira également la 


Dérinirion 5. — Un filtre # sur Q convergeant vers un 
point-frontiére z, est dit h-indépendant si pour toul voisinage ouvert 


à en G(x , 
à de z, il existe un ensemble E e &, tel que a. reste borné 


h(y)G(æ, yo) 


pour x et y variant respectivement dans On [3 et E. 
Un point-frontière z, est dit h-indépendant s’il en est ainsi 
de la trace sur ( du filtre des voisinages de 2). 


(31) Nous changeons la terminologie de [38]. 
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Renvoyons à [11] pour des exemples divers de 1-indépen- 
dance: de façon générale, si Q est un domaine de R* mum 
de sa frontière euclidienne, une certaine régularité locale 
de cette frontière au voisinage d’un point z, entraîne que z, est 
1-indépendant. 


Lemme 10. — Soit % un filtre sur Q, convergeant vers un 
point-frontiére z,, et à la fois faiblement h-régulier et h-indépen- 
dant. Pour tout potentiel de Green + d’une mesure => 0 dans 0, 

ë LE Vv 
qui ne charge pas un voisinage de %,, —--2 0. 


h 
Soit v(y) = | G(x, y)dm(x), où m est une mesure > 0 
dans ©, hors d’un voisinage ouvert à de z,, et supposons (y) 
fini. BEA une idée de M. Brelot, on peut choisir un compact 


acQn [ à de façon que vm of G(x, y) dm(x), qui est majoré 
> Q—a« 

par K | G(x, y,)dm(x) (K=Cte>0) sur un ensemble 
Q-—a 


Ee 4%, soit, sur cet ensemble, moindre qu’un € > 0 arbitraire- 
ment petit. La restriction de m au compact « donne alors 
un potentiel de Green dont le quotient par A tend vers 0 


G : 
selon %, comme rq d’où le lemme. 


Lemme 11. — Si un filtre 3 sur Q, convergeant vers un 
point-frontière z,, est faiblement hexbulien et h- indépendant, 
toute fonction harmonique u > 0 dans Q, associée à 0 = Poist- 


nage de z, et satisfaisant à l’axiome &,(*) relatif à Q, jouit 


5% u 
de la propriété que — = 0. 
(32) Sans supposer (,, on peut voir que lim sup = < + (ce qui n’entraîne 
| F 
pas nécessairement F 0). Car si u est invariante par extrémisation sur 5 n Q, 


6 voisinage de z,, la mesure canonique associée à u ne charge que l’ensemble des 
points de non effilement de Q N (5, qui sont limites, au sens de la topologie de Martin 
de points de Qn (5, de sorte que dans la représentation intégrale 


uly) _ fK(x, y) 
hly) ./  h{y) 


les sen sont uniformément bornées sur un ensemble E e #, et ye est borné 


dans E. 


Y) au(x), 


et 
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Il existe en effet, d’après le lemme 9, un potentiel de Green 
égal à u dans un voisinage de z, et dont la mesure > 0 associée 


0. 


Sue EI Woy LA (72 

ne charge pas un voisinage de z,, d’où la propriété — 3 
Conséquence. — Sih est associée à 0 au voisinage d’un point- 

frontière z, et vérifie &, il n’existe aucun filtre convergeant 


vers z, qui soit à la fois faiblement h-régulier et h-indépen- 
dant. 


THEOREME 41. — Sous la condition ,, tout filtre ¥ sur Q, 
convergeant vers un point-frontière z,, et à la fois faiblement 
h-régulier et h-indépendant, est fortement et complètement h-régu- 
lier. 

Montrons d’abord que pour tout voisinage ouvert 6 de z,, 


+ 9 0, ce qui équivaut à la h-régularité forte de &. 


Considérons l’extrémale 68°2, égale à Hÿ°Q dans 6nQ, et 


nécessairement distincte de h. Elle vaut dans Q la somme 
d’un potentiel de Green » dont la mesure > 0 associée ne 
charge pas à, donc tel que me ae et d’une fonction har- 
monique h, >0 qui, si elle est non nulle, est associée à 0 au 
voisinage de z, et satisfait à l’axiome 4,, relatif à © (parce que 
h, << h), de sorte que À 0. Il en résulte bien que oe ues z 9. 

Pour voir que % est complètement h-régulier, on remarque 
que toute fonction f h-résolutive, finie continue au point 4, 
est la somme d’une fonction f, h-résolutive bornée, égale à f 
dans un voisinage à de z,, et d’une fonction f, h-résolutive 
nulle sur à, de telle sorte que ®,, = Dy, 4 + Da; et comme la 
h-régularité forte de 4 entraîne 


Brung fil) = fe), 


il suffit de montrer que 


18 
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On se ramène au cas de f, > 0; alors, si ®,; est non nulle, 
elle est harmonique > 0, associée à 0 au voisinage de %, et 
vérifie l’axiome a, , (”) relatif à Q, d’où la propriété cherchée 
grâce au lemme 11. 

Cas particulier. — S oit z, un point-frontiére à la fois faile- 
ment h-régulier et h-indépendant et supposons la condition «, 


satisfaite. Alors (sans la condition &,), toute fonction harmo- 
nique u > 0 associée à 0 au voisinage de z, jouit de la propriété 


u 
que — tend vers 0 au point 2. 


h 


u, , es ; ‘ 
Car = étant alors bornée dans un voisinage de z,, il existe 


un voisinage ouvert 6, de z, tel que dans à, n ( on ait 
u = He" < kHè°O, (k= Cte > 0). 


On voit de même que pour tout voisinage ouvert à de z,, 


il existe un voisinage ouvert à, de z,, avec à, c à, tel que l’on 
ait 


G(z, y) 5090 rt 
DEP caro), (k= Cie >0) 


quels que soient reQn [3 et y e à, de sorte que Ce 
y T, Yo 


tend vers 0 quand y e 2 tend vers z,, uniformément enz eQ n [ Ô. 


46. Exemple. 


Pour l’espace Q, l’ensemble des points-frontière non complè- 
tement h-réguliers n’est pas en général h-négligeable, même 
si G, est satisfaite, comme le montre l’exemple suivant dû 
à G. Choquet : 

On considère dans le plan le domaine rectangulaire ayant 
pour sommets les points 


a(0, 0), b(2, 0), c(0, 1), d(2, 1), 


(**) Si Cl, est satisfaite, toute solution D, ; > 0 correspondant à ? > 0 h-réso- 
lutive sur l' vérifie Ag, , pour Q, comme limite d’une suite croissante de fonctions 


harmoniques > 0 dont chacune est majorée par une fonction Kh (K = C*> 0), 
et parce que l'axiome fondamental se conserve par passage à la limite sur une suite 
croissante de fonctions harmoniques >> 0. 
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et les rectangles 


la 


DJ0<E<2, 1+ <n<i— n>1l, 


CE 
n + ri 
dont la réunion forme un ouvert w. Soit f la fonction égale 
à 0 partout sauf sur chaque segment 

eh 

Seipics À es sil 

ne nt 
où on la prend égale à une constante > 0 choisie de façon que 
H?» (ou 95) soit >n sur le segment fermé 


(n > 1) 


A ah 

Aie as cr 
Semelle 21 
nu (++) 


Introduisant ensuite le rectangle D de sommets les points 


a(0, 0), (3, 0),  e(0, 5) a(3 >) 

2 2 
on considère l’ouvert (D—®) Uw, et on le rend connexe en 
l’augmentant de petits segments ouverts «,, chacun d’eux 
porté par le côté d’abscisse 2 du rectangle D,. Si a, est assez 
petit, f est résolutive pour le domaine obtenu 2, et H? 
(ou D2,), qui majore H?» dans chaque D,, est non bornée au 
voisinage de tout point du côté cd, ce qui fournit l’exemple 
cherché puisque cet ensemble est de mesure harmonique > 0 
relativement à (). 

On va donc chercher à satisfaire à la condition A, de l’an- 
cienne axiomatique (n° 9) avec des filtres convenables complè- 
tement h-réguliers, au lieu des traces sur Q des filtres des 
voisinages des points complètement h-réguliers. 


47. Une famille remarquable de filtres complètement h-régu- 
liers dans ©). 


Tutorime 42. — L'hypothèse a, relative à © entraîne 
l'existence dans Q d’une famille de filtres complètement h-régu- 
liers vérifiant les conditions A, et B, de la première axiomatique 
élargie (n° 9). 
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Ce sera la conclusion de l’étude qui va suivre. 

Reprenons le filtre %, (n° 27) formé par les ensembles Ec {) 
tels que l’extrémale de À relative à E soit un potentiel de Green, 
condition qui équivaut (coroll. du th. 20) à ce que les points 
de non effilement de (1 —E forment, sur la frontière de Martin, 
un ensemble h-négligeable. 

On sait (n° 27) que 9, est plus fin que le filtre G, engendré 


AY 


par les ensembles de Q où Sn < e(e > O0 variable), et que 
pour tout potentiel de Green » d’une mesure >0 dans Q, 
Fer a et pour une fonction o définie dans {, la condition 


og-0 équivaut à ce que ¢ admette, aux points de À, une 


pseudo-limite nulle sauf sur un ensemble h-négligeable (n° 31). 

Ajoutons que si Ee %,, les points d’effilement de E situés 
sur la frontière de Martin forment un ensemble h-négligeable, 
de sorte que h est invariante par extrémisation relative à 


Q — E (th. 20). Alors: 


THÉORÈME 43. — Si la condition A, relative à Q est satis- 


faite, l’adhérence de 3, dans Q est identique à l’ensemble des 
points-frontière au voisinage desquels h n’est pas associée à 0 
(support compact de la h-mesure harmonique sur Tl). 

Le lemme 9 montre d’abord que tout point zel' au 
voisinage duquel h est associée à 0 n’est pas adhérent à 3, 

Réciproquement, soit ze l'non adhérent à %,, et soit 6 un 
voisinage ouvert de z disjoint d’un ensemble Ee %,. La fonc- 
tion h est invariante par extrémisation relativement à Q —E, 
donc aussi relativement à & n Q contenu, ce qui signifie que h 
est associée à O0 au voisinage de z. 


Les filtres %,. — Dans toute la suite, nous supposerons 
l’axiome a, vérifié. 

A chaque point ze l'au voisinage duquel h n’est pas associée 
à 0, on peut alors faire correspondre un filtre, noté %,, (et 
brièvement %,), défini comme la borne supérieure, dans 
l’ensemble des filtres sur 2, du filtre 7, et de la trace sur Q du 
filtre des voisinages de z dans Q. Plus fin que %, et conver- 
geant vers z, Jj, est formé des ensembles & n E, où « est un 
voisinage de z, et E un élément de %,. 
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2 x . _ , 
L'intérêt de ces filtres vient de ce que, tout 7, étant plus 
AE : 
fin que &,, + FA pour tout potentiel de Green » d’une mesure 


> 0 dans 2. On en déduit le 


THÉORÈME 44. — Soit, sous l'hypothèse a,, un filtre 5, , 
(convergeant vers le point-frontiére z). Si u harmonique > 0 
u 
Le Wen 

Si Paxiome «a, relatif à ( est vérifié, le lemme 9 montre 
qu’il existe un potentiel de Green égal à u dans un voisinage 
u 
h 

On passe au cas de uw quelconque en la décomposant en 
la somme de réduites relatives à ( selon 


dans () est associée à 0 au voisinage de z, tend vers 0 selon #, ,. 


> AY x | La 
de z, d’où la propriété > 0. 


U = Uy: + UA_A;, 


(A, partie de A définie n° 37) et en reprenant le raisonnement 
du théorème 36 (extension). Si uy, est > 0, elle est associée 
à 0 au voisinage de z (parce que uy; <u), et satisfait à la condi- 
UA’ 

h gr 0. 

Puis &,, sous la forme équivalente du théorème 33, entraîne 
UA_A, 
h 
admet, aux points de A, une pseudo-limite nulle sauf sur un 


ensemble h-négligeable (th. 24). Il en résulte que aa tend 


tion ct,,, relative à Q (th. 33), done 


que inf(ua_a;, h) est un potentiel de Green, de sorte que 


vers 0 selon %,, donc à fortiori selon #,. plus fin que &,,. 


CoroLLaiREe. — Tout filtre %, est fortement et complète- 
ment h-régulier. 

Soit ze I’ où converge un filtre %,,. Pour tout voisinage 

Pare) 
ouvert à de z, = gil, car 85"Q est la somme d’un potentiel 
h; 7 

de Green et d’une fonction harmonique > 0 associée à 0 au 
voisinage de z, d’où la h-régularité forte de %,,. La h-régu- 
larité complète se démontre comme pour le théorème 41. 

Ainsi la condition B, est satisfaite, et A, va résulter du 


théorème suivant : 
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Tutortme 45. — Si dans l'hypothèse &,, u sousharmonique 
u 
h 


, u 
lim sup -— <0 pour tout filtre %, alors u est <0. 


al 


dans Q satisfait aux conditions : bornée supérieurement el 


A, Là T) x > 5! 
Soit A l’adhérence de J, dans Q. D’après l’hypothèse et la 
compacité de À, il existe, pour tout € > 0, un recouvrement 
ouvert fini («;) de A et un nombre fini d’ensembles E, e J, tels 


que l’on ait a e sur an Ef1 <i<n). Comme les points 


d’effilement de chaque E; forment un ensemble h-négligeable, il 
existe sur la frontiére de Martin un ensemble e, h-négligeable tel 
que tout point de A —e, soit finement adhérent a tous les E;. 

Considérons alors l’image réciproque A, =~ '(A) (v. n° 37), 
dont le complémentaire A— A, est h-négligeable comme 
[—A (n° 38 lemme 8). Soit xe A,n le: le pôle unique de K, 
sur I’ (ou image de x par ®) est un point de A dont un certain &, 
est voisinage; cela implique que Q n [ soit effilé en x (propriété 
5° du n° 36), donc que a;n E; soit, comme E,, non effilé en 
ce point. On voit ainsi que, pour tout re A,n Le, il existe un 
ensemble non effilé en x sur lequel ae le complémen- 
taire sur A de A,n [es étant h-négligeable, on en conclut, 
u 
h 


être choisi arbitrairement petit, u < 0. 


par le théorème 22, —-<een tout point de Q, puis, & pouvant 


Extension. — Le résultat subsiste si l’on excepte des filtres 
3, dont les points de convergence sur |’ forment un ensemble e 
faiblement h-négligeable relativement à Q. 

On adapte le raisonnement qui précède, en considérant ici 
un recouvrement dénombrable de A—e, et en remplaçant 
l’ensemble A, par l’ensemble A, —e, —®'(A—e), où e, = O~(e) 


“A 


est faiblement h-négligeable relativement à Q (lemme 8). 


CoroLLatRE. — Dans l’hypothèse &,, pour toute fonction f 
réelle sur |’, D, est encore l’enveloppe supérieure des fonctions u 
dans Q qui sont sousharmoniques ou — et satisfont chacune 

(i u 
aux conditions: — d i = 
k bornée supérieurement et MR SUP ZS f(z) 
pour tout point z où converge un filtre %, .. 
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SYSTEMES KOWALEWSKIENS 
par Sigeru MIZOHATA. 


Les équations hyperboliques classiques jouissent d’une pro- 
priété caractéristique: les perturbations se propagent avec 
une vitesse finie. Or, dans le mémoire [2], M. ScHwarTz a 
démontré que, dans le cas où les coefficients ne dépendent 
que de t et si le système kowalewskien est tel que le problème 
de Cauchy homogène soit uniformément bien posé dans (a, b) 
pour l’espace (4), le système jouit de cette propriété (p. 36, 
Théorème VI). Nous cherchons diverses extensions de ce 
théorème aux cas où les coefficients dépendent de x et de t. 
Plus précisément, nous nous posons le problème: étant 
donné un système kowalewskien, dans quelles conditions 
peut-on dire que le problème de Cauchy est bien posé dans (8)? 
Nous sommes obligés de nous borner aux cas où des coefficients 
sont analytiques en x. 


4. Considérons un système matriciel d’ordre un: 


(4, 1) {U= DETCL = LB (x, DU. 
On suppose A, et B analytiques en x et bornés, fonctions 
continues de t à valeurs dans 3(&%): 6% est l’espace des fonc- 
tions continues muni de la topologie de la convergence uni- 
forme sur tout compact. 6% est l’espace des mesures à support 
compact. #(&%) est muni de la topologie image de Fourier de 
la topologie faible de 6°. 

Par transformation de Fourier (en x), on obtient le système 
équivalent 

d 


(4, 2) nn D px 2inyU + vx. 
t kei 
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Proposition 1, 1. — Le système (1, 1) admet au plus 
une solution tempérée pour des conditions initiales données. 

Une transformation de Fourier montre que cette proposition 
est un cas particulier de la 


Proposition 1, 2. — Le système (1, 2) admet au plus une 
solution distribution à croissance exponentielle pour des con- 
ditions initiales données. 


Démonstration. — Supposons U(t,) = 0, montrons U(t)=0. 
Soit l'intervalle t,<t,<t,. Pour t dans cet intervalle, les 
mesures L,, v, ont des supports dans |y| < p, et une masse 
<M. Supposons démontré que (U+«) pour tout æe® de 
support dans la boule |y| < 1, 


(1,3) feat, pe TE railed) Allyl) 


où A(r) est une fonction croissante, et m,(«) la borne supé- 
rieure des modules des dérivées d’ordre < L de «. 
Majorons le produit de convolution avec « du second membre 


de (1, 2). 
(1, 4) IGxUxa)(é y] <M sup |(U*a)(t, z)| 


<M EEE (a) A(yi + 6). 


Le produit v.,* 2iny,U*a s'écrit 
(1, 5) Br x Qiey,(U x 0%) — rp, x U  Qiny,a. 
Le 1er terme de (1, 5) se majore par 
(1, 6) 2nM sup |z,(U*a)(t, z)| 
mo <M EP (a) yl +) Allyl + 0). 
Le 2€ terme de (1, 5) se majore par 
(7) PR AE CRU) (t, z)| 


LME me (2) (yl + 6). 


bee hs 
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La formule de Leibniz pour les dérivées d'ordre << L de y,« 
donne 


(1, 8) mu(yxx) < (|y| + L) mi(a). 


D'où la majoration du 2° terme de (1, 5): 


4,9) dem l—4!" 
m 


my(«) (ly| + L)A(ly| + ¢). 
On en déduit la majoration du 2¢ membre de (1, 2): 
(1, 10) RE (a) (yl + e+ L)AUyl+ 6), 
h=M(— + Den + 2an). 


Alors, comme U(t,) = 0, donc (U « a) (t, y) =0, et la 
majoration du 2 membre de (1, 2) donne une nouvelle majo- 
ration de (U + a): 


(Usa) (4, I< x FT mule) yl + 2) A+ 2) 


A=L+p, ee) 


(1, 11) 


Revenons maintenant à l’hypothèse initiale : ‘Ul est une distri- 
bution à croissance au plus exponentielle. 
Elle s’écrit donc, pour un L convenable: 


fie 12 Was Diu (£14) 
[tf <L 


U,(t, y) continue en t et y, admettant la majoration 
(4, 13) |U,(t, y)|< Ae, pour RES Syrah oe 


La dérivée D' (par rapport aux variables y) est à prendre au 
sens des distributions. 
Alors si « e D a son Le dans |y|<1 


(1,14) [(Ure)( y)| =| BDza tly 
HT <L 
< cm (a) Aes hie (t, z) )|<epAm,(a)e a.) A ROE a) ell, 
1Y—21< 


où c, est le nombre des dérivées d’ordre < L. 
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Donc (U*«) admet une majoration du type (1, 3) avec 
m = 0, et 


(1,515) Nr) =)Keïr, 


On en déduit, de proche en proche, des majorations pour les 
diverses valeurs de m: 


(1, 16) [(Ura)(s, y)| < KE nr (a) 


X (ly| + A) (ly| + 22) 2. (ly| + majeseirm™ 


h™\t —t,|" - a 
< Kmz,(q) ee (ly| + mA)rectri 1) 
pour t, << 1: 


La formule de Stirling donne la majoration suivante : 


AL LS a e(lyl + mx) | esurirmo 


Faisons tendre m vers +. Pour y fixé quelconque, lorsque m 
est assez grand, |y| < ma donc |y| + ma < 2m, d’où 
(1, 18) LÉ) toy — tlere?]. 
 V2rm 


Cette quantité tend vers 0 pour m — © si 
1 
1519 — =~. 
( ) ) lé t,| < € here?” 


On en déduit que (U*«)(t, y) =0 pour |t —t,|<e, 4 <t<t,. 

La quantité e est indépendante de ¢,, donc on peut refaire le 

raisonnement à partir de ¢, —« et {, +, on voit ainsi que 

(Usa) (t, y) =0 pour t, <t<t,. C’est vrai quel que soit 

(t,, &), donc U «a = 0 pour tout t, et toute « e 9, donc U=0 
c.q.f.d. 


Proposition 1, 3. — Si U est une solution tempérée de (1, 1), 
et st U(t,) est dans &', U est dans &' pour tout t, et fonction diffé- 
rentiable de t à valeurs dans &'. 


CoroLLAIRE. — Si le problème de Cauchy est bien posé dans 
§", wl est bien posé dans &'. 
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Démonstration. — Soit U(t,) = U,eë'. U, est analytique 
entière de type exponentiel, ayant une majoration 
(1, 20) [Uo(y)| < Ae, 


Résolvons Ay, 2) Be approximations successives. Posons 
Vo(t, y) = Ud(y), e 


d oe 
(1, 24) \ gy CM v= ZX pew Dimyn Oj. v9), 
\ V(t, y) =0 pour j>1, 


ce qui se résout par 
(1, 22) it, y) =f. (dr. 


Il est facile de majorer VU,(t, y) pour t, <t<t, y complexe. 
La majoration de Ÿ, à partir de Ÿ,_, est en effet analogue à 
celle qui a été faite dans la proposition 2, mais plus simple, 
parce qu’ici il n’y a pas à régulariser. 
Supposons démontrée la majoration 


(1, 23) 0e, y)| <=" À (y). 


(7—1)! 
On a alors les majorations 


(1, 24) {(v+0,,)(4, ule M38 sup ue i(t, 2)| 


zi< 


(1, 25) |(va* deny. D;_.)(t, y)| < 27M tie ya ult, 2)| 


d’où la majoration du 2€ membre de (1, 21): 
ere 
EL k(yl+ 6) A (+) ASIE 
U—1)! 
(4, 26) 1 
ke M(— + 2nn ). 
D’ou la majoration de VU, 7 >1: 


(4, 27) [OX 7er mn Heyl + 6) À ul + 6) 
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Partant alors de la majoration (1, 20) pour 7=0, on en 
déduit, de proche en proche, les majorations : 


(1, 28) Ie DRAM Qui 8) yl + jeder” 
< AE ly|+ 7ppec 01720 


< A, il’ ecdy|*Jp), 
Goa) V2T} ] 


co 
Montrons que la série À U(t, y) converge uniformément sur 
l= 


tout compact en y, et majorons sa somme U(E, y). 

Il y a d’abord un nombre fini de termes pour lesquels jp <|y] 
(fini et borné pour y borné). La somme des modules de ces 
termes est majorée par 


a (y ee 
<A exp [k|t—t,|2|y| + 2C|yi]. 


Considérons maintenant tous les termes pour lesquels jp > |y|. 
Dans ces termes, on peut majorer dans (1, 28) avec 


(ly| + 76) < 27e: 


D'où la majoration de la somme des modules de ces termes : 


20) coat 


(1, 30) y = [| —t,|hepetr} 


8 
= 


quantité majorée par À, donc par Ae si |t — t,|ke 2pe°P < —- 
ou encore par px, V2x Due 
A : 1 
4, 31 ee, 
) 20 + ANSE hekpe®? 


On en déduit bien que la série * V(t, y) converge uniformé- 
j= 


ment pour |y| borné et |t — t,| < n, ee qu’elle y représente une 
fonction V(é, y) holomorphe entière en y, de type exponentiel 
<2ky + 2C (d’après (29)). Comme n est indépendant de t,, 
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on peut recommencer à partir de ¢, — n et t, + n, on en déduit 
que Ù(t, y) existe pour tout ¢, et qu’elle est analytique entière 
de type exponentiel en y. On voit immédiatement que Ÿ est 
solution de (1, 2), avec la condition initiale Ü(4,, y) = U,(y). 

Par ailleurs, on suppose l’existence d’une autre solution 
U(t) tempérée en y, avec U(t,) = U,(y). Les 2 solutions U et Ÿ 
sont des distributions à croissance exponentielle pour y réel, 
donc elles sont confondues d’après la proposition 1, 2, ayant 
la même valeur initiale U(y) pour t= t,. Done U(t) est une 
fonction ‘U(t, y) = Ù(t, y) analytique entière de type exponen- 
tiel, et U(t) est dans &, pour tout t, fonction différentiable de t 
à valeurs dans 6... c.q.f.d. 


2. Indiquons une autre extension étroitement liée au théo- 
rème de Cauchy-Kowalewsky. 

Supposons pour (1, 1) que les coefficients A,(z, t), B(x, t) soient 
analytiques en x et bornés, fonctions continues de ¢ à valeurs 
dans a(D,.); a(D,) est l’espace des fonctions analytiques a(z) 
bornées définies sur D.: (2 = a+ ia’; xeR", x} <<). On le 


munit de la norme |{a(z)|| = sup |a(z)}. 
z2E D. 
Lemme 2, 1. — Désignons par M un nombre tel que 


AGOISM IBGAISM pour 4<t<t, 


Alors il existe des nombres 7, n (< €) et B tels que, étant donnée 
une condition initiale quelconque pour t= t,: U,(x) ea (D.), 
alors (1, 1) admet une et une seule solution U(x, t) définie dans 


NI 


jté—t|/<7t, b Li, continüment différentiable en t à 
valeurs dans «(D,), et ona 


(2, 1) Ute, di<B. sup, ish 
2 | ze R’, th] LT, tyr t<h; 
7, n et 8 sont indépendants de t,. 

Démonstration. — On résout (1,1) par approximations 
successives : 
Posons U(z, t) = U,(z, t) + U,(x, t) + +++ + Ua, t) +. 
avec U,(r, à = U,(x); 

g à 2 U2, ) 4+ Bla, DU: (2, 0), 

(2, 2) a UE t) FE 2 Au(z, t) an, Vie = (a, ) i— (a ) é 

49 
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U(a, t,) =0(i=1, 2,...). Par la méthode de série majo- 
rante, on constate facilement (2, 1). 
En effet, 


A,(z, )< (mz ss ), c=, Em < 
P= 2+ 2+ +2 
U,(z) = (ui(z)), uj(z) € CS HAL 
d’où 


tie << —aML| tel 


< |t—t,| LM (n + ¢) 
=f? n 1 
pane) is tb beet de; i wari 
< LL LM + (3n +) 


4 ’ 
(e’— e)° 


1 
SA LE 
de proche en proche, on aura 
1 


TRES 
Pape. 


U, (z, à) < HBL Mein + On oom ee ey 


La série majorante est convergente si 


RL us PER Le out 
HR LS Opin en mL 
1 ste 
nM Alors, la série DAC t) se 
majore par L Ÿ pole 
P=0 Sr 


où oc <4, à fortiori si <co 


»ce qui achève la démonstration 
ox 


autour z=0. Dans cette démarche, on voit facilement la 
démonstration de l’unicité. cq-t:d: 
Alors, pour (1, 1) ona 


Proposition 2, 1. — Si le probléme de Cauchy est armé: 


ment bien posé dans S", ul Vest dans &'. 


Démonstration. — SUEDE d’abord D(a} te (Due 
Notons 


(2,8) Us) = Ule, 4) D MED eh 
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alors, lorsque à — 0, U;(x) — U(a, t,) pour la topologie (’). 
En vertu du lemme 2, 1, il existe une et une seule solution 
holomorphe en z U;(z, t), |t—t,|<7,z¢D,; Us(z, à) = Us(z), 
telle qu’on ait (2, 1). 
Soit x & S{U(z, ¢,)|(')==S(U,), alors dans (2, 3) en remplaçant 


x par z+ i’, 


(2, 4) [Ui(x + t2’)| 


<exp(+ +5) Ir) fo f exp|—© eo eue t,)| dE 


S(Us) 


<sup|U(é, t)|exp( 5 )(2n8) * f À ff -25 a di, 


Een" 
et désignons distance [x, S(U,)| = d,, alors 


he fool — ee D A 


S(Ue) 1E1> de 


pour EE 


(2) S(T) désigne le ead get de T. 
(?) fo #2 exp ak Le )æ par le changement : 


teladz 
r= /8t!, =Vi [. - [ (4 s)e d'où——5,;, (2 exp [=o noe 
I> te 


où S,_, est l’aire de la sphère unitaire dans R"(S, = 2). Or, par l'intégration par 
parties, 


4 
it aa \ Ler 
ee) 
= (#—* + (n—2)# 4 + (n — 2) (n —4)t"—4 + ---) exp (ses) 
+ (n — 2) 1h exp $s =) dr (n, impair) 
0 


(n, pair). 


oF ee 1 ta > (rs) dr rl cine 
i: mp (—) ter (—F) — foo (— a) srr (cr): 


on voit que I,,¢< kit" —?exp (2 pour t>1. En faisant ¢= ds, on a V’iné- 
galité écrite. Vs 


= 
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On a donc 


(2,5) |Us(a+ SR) exp(— rae sup |U(E, t,)). 


EER" 


Prenons x + iz’ dans D,, alors, pour tout compact K, dans 
R" tel que dist (K,, S(U,)) > €, U;(x + ia’) converge uniformé- 
ment vers 0 lorsque 6—0. Or, (2, 1) montre que U;(x, t) —0, 
uniformément sur K, et te[t,—7,t,+ 7]. Donc, comme le 
problème de Cauchy est uniformément bien posé dans (4), 
U,(a, t) — U(a, t) pour la topologie (4) pour 4, —7T<t<t, 
+ 7, d’où U(z, t) = 0 sur K.. 

Donc, les supports de U(z, t) pour t, —t<t<t,+7 sont 
contenus dans le e-voisinage du support de U(x, t,). Comme e et t 
sont indépendants de t, et de U(z, t,), nous pouvons refaire 
ce raisonnement à partir de t, — 7 et de t, + 7. D’où la propo- 
sition pour U,(t,) e (D).. i 

Le cas U(t,) € (&’), se traite en prenant une suite régulari- 
sante. c'que 
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SUR LES FONCTIONS MOYENNE-PÉRIODIQUES BORNÉES 


par Jean-Pierre KAHANE 


Cette note comprend trois parties. Dans la première, intro- 
ductive, on donne quelques propriétés simples des fonctions 
moyenne-périodiques bornées, et on étudie leur rapport avec 
les fonctions presque-périodiques. Dans la seconde, la plus 
importante, on étudie les fonctions et distributions pseudo- 
périodiques : ce sont les f telles que l’espace 7(f) engendré 
par leurs translatées ne contienne que des fonctions ou dis- 
tributions bornées; elles sont caractérisées par une propriété 
de leur spectre. Dans la troisième, on étudie les fonctions 
moyenne-périodiques bornées, sommes de séries de Fourier 
absolument convergentes. 


* 
* * 


Dans la suite, C désigne l’espace des fonctions continues 
sur la droite, avec la topologie de la convergence uniforme 
sur tout compact. feC est dite moyenne-périodique (m.p.) 
si le sous-espace vectoriel fermé <(f) engendré par ses trans- 
latées ne coincide pas avec C. On montre ([1], [2]) que «(f) 
admet pour base l’ensemble des exponentielles-monômes 
{ae} qu'il contient (théorème fondamental); on appelle 
spectre de f la suite des points À, chacun compté autant de 
fois qu’il y a d’exponentielles-monômes {are} er(f), et série 
de Fourier de f le développement de f suivant cette base: 
on note f ~ Xa(x, p)z?e"*. Si f est bornée, on montre que le 
spectre {A} est réel et simple, et que les coefficients a(A) sont 
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bornés; les régularisées f*h par des fonctions h deux fois 
continiment dérivables à support compact sont presque-pério- 
diques et de spectre cfA}. On en déduit: 


Lemme 1. — Toute fonction m.p. bornée, de spectre {i}, 
est limite dans C de sommes finies s = Ya(À)e** uniformément 
bornées. 

En effet, il suffit de prendre h > 0 tendant vers la mesure 
de Dirac, et s —(f*h) tendant uniformément vers zéro. 


Lemme 2. — Si f est m.p. bornée, f ~ La(A)e”*, et si g 
est une fonction sommable, on a f*g~ Xa(A)G(A)e** avec 
G(u) = feg(x) dx. 

Résultat immédiat pour f= s: somme finie, qu’on étend 
à l’aide du lemme 1. 


THéorèME 1. — Soit feC, m.p, borné: f— LaldA)e™, 
sup|f(x)|=|f|< 0; alors f est limite dans C des « sommes de 
Pbpepes Feiny os a(d)e, et Dia(a)P <|f"l Si de plus 

JAL<N 
f est uniformément continue, fy tend uniformément vers f(N— 0). 


. 2 Nx 
sin 2 
DEMONSTRATION. — Soit gy = =» de sorte que 
Na 
Gs(u) = max (0, Es 


D’après le lemme 2, on a fs =/f* gy. Quand N — w, on 
vérifie (comme dans le cas classique de Fejer, grâce au fait 
que f est bornée) que fy tend vers f uniformément sur tout 
intervalle où f est uniformément continue. D’autre part, 


mise (4B aay <a 


PES 
d’où Xja(à)| <|f|. | 
omme corollaire du théorème 1, on retrouve le fait connu 
que toute fonction m.p. bornée uniformément continue est 
presque-périodique au sens de Bohr (p.p. Bohr). Existe-t-il des 
fonctions mp. bornées qui ne soient pas p.p. Bohr? L’exemple 
suivant répond affirmativement à cette question. 
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Exemple d’une fonction m.p. bornée, 
non uniformément continue. 


K,(æ) = ——_—_ = 1 +(1—- Joos 4... + , e08(u—t)2 


\ 


ES 


(uw: entier). 
On peut choisir la suite {u.,{ assez rapidement croissante pour 


que la fonction F = 3 kr) soit bornée : en effet, 
à distance > = de la suite 5,2) (2k-- 1)2"x} (k= --.—1,0,14,...) 


1 . patos 
on a Ka (De) < (pusin (2-08) = ew et partout 


a, Ste mi: \<4; comme la distance de deux suites §, 
n / oo 
est >7r, on a F<1+ SYe,; on choisit {un} de sorte que 


Se, oo. Alors, F(2°x) —F Pa res tend vers 4 quand 
n— > o. Donc, quelle que soit la suite “réelle {2,}, la fonction 


be i 1 LT Là = Là 
=.) de (nr) est bornée et n’est pas uniformé- 
n=1 Un 
ment continue. 

Choisissons maintenant la suite {An} assez vite croissante 


pour que le suite 
fo, {={A.tp2-"}, n=1, 2, .., p=0, +4,... =(u.—1) 


soit simple et vérifie Ÿ <oo. Alors il existe une mesure 


n, p Pn, Pp 
dy. à support compact dont la transformée de Fourier s’annule 
sur {¢,,,{, et f satisfait l'équation f+ du. = 0, donc f est m.p., 


bornée, et non uniformément continue. 


En remplaçant C par 9’, espace des distributions sur la 
droite [3], on définit les distributions m.p.: dire que f est 
une distribution m.p., c’est dire que t(f) # D’ (x(f) : sous-espace 
fermé de 9’), ou que f est solution d’une équation fx = 0, 
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oD. Les régularisées d’une distribution m.p. sont des fonc- 
tions ex(f); partant de cette remarque, on étend aux dis- 
tributions m.p. le théorème fondamental et la notion de 
série de Fourier. On vérifie que la dérivée d’une distribution 
m.p. admet pour série de Fourier la série de Fourier dérivée 
formellement. Les distributions bornées sont sommes finies 
de dérivées d’ordre fini de fonctions continues bornées; on 
en déduit aisément : 


THÉéoORÈME 2. — Pour qu'une distribution m.p. soit bornée, 
il faut et suffit que le spectre {À} soit réel et simple, et que 
a(A)=0 (|X}) pour un N assez grand (f ~ Xa(A)e*). Pour qu’une 
distribution m.p. soit bornée, il faut et suffit qu’elle soit presque- 
périodique au sens de Schwartz (p.p. Schwartz). 


En remplaçant C par E?(p>1), espace des fonctions 
localement el? muni de la convergence L? sur tout compact, 
on définit les E?-fonctions m.p. On étend encore facilement 
le théorème fondamental et la notion de série de Fourier. 
On dira qu’une fonction f est E?-bornée si 


(fll =sup (JT IPF)" <0. 


En utilisant la transformée de Carleman, on démontre comme 
dans ([2] p. 47) le résultat suivant, moins intéressant que 
les théoremes 1 et 2: 

Si une H?-fonction m.p. (p > 1) est E?-bornée, son spectre 
est réel et simple; et ses coefficients de Fourier sont bornés. 


REMARQUE. — A priori, nous aurions dû définir des fonc- 
tions continues C-m.p., des distributions ®'-m.p. et des 
E’-fonctions E?-m.p.; il est aisé de voir que, pour les fonctions 
continues, les trois définitions coïncident, et que pour les 
E?-fonctions, les deux dernières coincident. 


* 

* + 
La notion de fonction pseudo-périodique est due à Pale 
et Wiener, qui en ont donné la théorie dans E’ ([4], chap. viz). 
La théorie que nous indiquons est très partielle dans C 
(où se posent les problèmes les plus importants); dans E?, 
elle reprend et complète les résultats de Paley-Wiener et 


islet axé 
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d’Ingham [15] (théorème 3) et permet un calcul explicite de 
la pseudo-période (théorème 4); dans le cas de ®', le théo- 
rème 5 pourrait s’obtenir directement à l’aide d’un « théorème 
de prolongement» ([2], p. 57); au contraire, notre étude 
donne une démonstration simplifiée et plus puissante de ce 
théorème de prolongement (voir théorème 6 et corollaire). 
Les notions de «suites régulières » et de «densité de réparti- 
tion» joueront un rôle essentiel. 


Cas de C. 


DÉFINITION. — Soit feC. Si <(f) ne contient que des fonc- 
tions bornées, f est dite C-pseudo-périodique (C-ps.p.) 

Toute fonction C-ps.p. est évidemment m.p. Remarquons 
que la condition de pseudo-périodicité, pour une fonction m.p., 
ne porte que sur le spectre. Le spectre doit étre réel et simple. 
Nous appellerons Q(A) la. condition nécessaire et suffisante 
que doit satisfaire une suite réelle À pour que toute fonction 
m.p. de spectre © À soit C-ps.p. 


Posons 
f= suplf(z)|  [f=suplfh, 
I désignant un intervalle borné. 


Proposition 1. — Q/(A) équivaut à l'existence dun 
intervalle I et d’une constante K tels que, pour toute somme 
finie s — D a(A)e**, on ait |s|< K|s|; (condition Q(A, I)). 

En effet, Q(A, I) implique Q(A) car l'inégalité |s|< K|s|r 
pour des polynômes d’approximation de f entraîne |f| << K}fr. 
D’autre part, si Q(A, I) n’est pas satisfait, on peut construire 
une suite d’intervalles I, emboîtés croissants, et une suite 


zs 13, en Hilsasalh sus] 4 Aa 


Alors f = Xs, est m.p. de spectre € À, et n’est pas bornée. 


s,, telles que |s,|1< et |s, 


CorozLaIRE 1. — Toute fonction C-ps.p. est p.p. Bohr. 

Car il existe des s, convergeant uniformément vers f sur 
I, et Q(A, I) entraîne que |f—s,| tend vers zéro. 

Rappelons qu’une suite est dite régulière si la distance 
entre deux points distincts de la suite est bornée inférieure- 
ment par un nombre, positif. | = 
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CoroLLaïRE 2. — Q(A) entraîne que À est régulière. Autre- 
ment dit, le spectre d’une fonction C-ps.p. est régulier. 

Sinon en effet, on prendrait s = e”* — e**, A— A’ tendant 
vers zéro, et Q(A, I) ne serait satisfait pour aucun I. 

Il serait intéressant de savoir si Q(A) se réduit à la ré- 
gularité de A ('). 


Donnons deux conditions équivalentes à Q(A,I). 


Proposition 2. — Q(A, I) équivaut à Q’(A, 1): toute fonction 
uniformément approchable sur I par des polynômes 


s= > a(Aje™, 
AEA 
est prolongeable de façon unique sur la droite en une fonction 
m.p. bornée de spectre c À. 

En effet, Q(A, I) entraîne visiblement Q’(A, I). Inversement, 
Q'(A, I) signifie que l’application canonique de l’espace Ci 
des fonctions m.p. bornées de spectre € À (espace de Banach 
pour la norme |f|) dans l’espace CA(I) des fonctions limites 
uniformes sur I de polynômes s (espace de Banach pour la 
norme |f|;) est une application biunivoque sur CA(I); comme 


cette application est continue dans un sens (|f|z< |f|) elle 
l’est dans l’autre d’après Banach ([5], p. 41), d’où Q(A, I). 


Proposition 3. — Q(A, I) équivaut encore à Q'(A, I): il 
existe un K > 0 tel que, pour tout y réel, on puisse trouver une 
mesure du = du.,(x) à support dans I fermé, de masse totale 
fe Idu| << K, et dont la transformée de Fourier M(u) = if e* du(x) 
prenne sur À les mêmes valeurs que e™. 


En effet, Q’(A, I) entraîne que toute forme linéaire de norme 
1 sur Ch est une forme linéaire de norme bornée (< K) sur 


CA(T), représentable par f— fifdu, feCr, [ldul <K; en 
prenant comme forme linéaire f— f(y), et en l’appliquant 
à e®*, on voit que Q(A, I) entraîne Q’(A, I). Inversement, 
si Q"(A, I) est satisfaite, les fonctions s de la proposition 1 


satisfont s(y) = f1s(x) du,(x), d’où Q(A, I). 


(‘) Depuis le dépôt de ce manuscrit nous avons construit une suite A — {An} 


telle que ÂAn+1 — An > © et pour laquelle Q(A) n’est pas sastisfaite. La régu- 
larité de À n’entraine donc pas Q(A). 


Meur at 
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Deérinition. — Nous appellerons C-pseudo-période attachée 
à une suite réelle régulière À la borne inférieure des longueurs 
des I vérifiant Q(A, I) (resp. Q’ ou Q’). 

Nous calculerons (proposition 4) une borne inférieure de 
la C-pseudo-période attachée a A, et nous donnerons des 
exemples (proposition 6) de suites A pour lesquelles elle est 
nulle. 


Remarque. — Nous aurions pu faire, de l’équivalence des 
trois conditions Q, Q’, Q", une démonstration « triangulaire » 
évitant le recours au théoréme de Banach. Mais nous ne savons 
pas étendre cette démonstration triangulaire au cas de E”’, 
que nous considérons maintenant. 


Cas de E’. 


Deérinition. — Soit feE’, t(f) le sous-espace vectoriel fermé 
de E® engendré par les translatées de f. Si r(f) ne contient que 
des fonctions E?-bornées, f est dite E*-pseudo-périodique (E*-ps.p.) 

Appelons Q,(A) la condition nécessaire et suffisante que 
doit satisfaire une suite réelle À pour que toute E’-fonction 
m.p. de spectre € À soit E’-ps.p. 

Posons 


Wflk—=(flft)", et —tifll= sup lift 


La proposition 1, les corollaires 1 et 2 et la proposition 2 se 
transcrivent immédiatement. 

Proposition 1,. — Q,(A) équivaut à l'existence d’un inter- 
valle I et d’une constante K tels que, pour toute somme finie, 


s— D a(A)je™, on ait ||s|| < K|fslx (condition Q.(A, I)), 
AEA 


CorozLarre 1. — Toute fonction E’-ps.p. est presque-pério- 
dique au sens de Stepanoff (p.p. Stepanoff). 
CorozLaire 2. — Q,(A) entraîne la régularité de A. 


Soit L?(I) l’espace des fonctions de carré sommable sur I, 
muni de la norme {|f}hr. 


Proposition 2,. — Q,(A, I) équivaut à Qi(A, I): toute fonc- 
tion approchable dans L*(I) (c’est-à-dire en moyenne quadra- 
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tique sur I) par des sommes s, est prolongeable de manière 
unique sur la droite en une E’-fonction m.p. E*-bornée de spectre 


ens 


De la proposition 1, on déduit encore immédiatement : 


CoroLLAIRE 3 (définition de Paley-Wiener). — f est E*-ps.p. 
s’il existe une longueur L et un nombre K > 0 avec la propriété 
suivante: dès que I et J sont des segments de longueur L, et h 
une combinaison linéaire de translatées de f, on a |\h\|y << KI|Alfr. 

On peut préciser les corollaires 1 et 2. 


THÉOREME 3. — a) Q,(A) équivaut à la régularité de À. 

b) Pour qu'une E’-fonction soit E*-ps.p., ul faut et suffit 
qu’elle soit p.p. Stepanoff et de spectre régulier (Paley- 
Wiener). ; 

c) Pour les E*-fonctions m.p. de spectre contenu dans une 
suite régulière donnée, f ~ Na(A)e™*, on a équivalence des normes 


fil, [fll (pour I assez grand) et (X\a(A)|*)'?’. 


Demonstration. — Pour montrer a), il suffit d’après le 
corollaire 1, de montrer que la régularité de A entraîne Q(A). 
Cela résulte de l’étude de Paley et Wiener, que nous reprenons 
pour pouvoir nous y référer ensuite. Soit inf [A —A’| > 26. 

À V'EA 


ets— Y a(À)e”* (somme finie). Alors REC o(u)e—"* du, 
€ a 

o(u) étant égal à au sur chaque intervalle (À — à, À + 6) et nul 

ailleurs. D’où 


fet 22 = 28 [ie = ren" 


Ainsi pour tout intervalle U de longueur ue on a 


à 2 2 in” \ 
a ldè< fs FE Andy |a(A) 


: Lalas. P 
Done si I= RE + il existe A — A(L, 6) et C=C(8) 


telles que ||s|{t << Ad|a(A)|? et [fs]? < Cd 


a(A)}. D’autre part 


ARE EAST Eee en 
SjaQ = lim oe [loi < fs 


Era. 
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Enfin 
IE [ |s , sin’ ba 
vt 


9 


, Sin° 6a SS i 00 
y— = 70d |a(A)|? —2 | |s 

L * Pa 

LI > (rè— +) Bla 


et 1l A 


et B, fonctions seulement de L et de à, telles que 
sl < AD a? <All? <Bilslf 


La dernière inégalité entraîne Q,(A). Les inégalités s’étendent 
immédiatement aux limites dans L*(I) des sommes s, d’où c). 
Enfin b) résulte de a) et du corollaire 2. 


CoROLLAIRE. — Si A est réunion d’un nombre fini de suites 
régulières, et si {a(A)} est une suite de carré sommable (AeA), 
il existe une fonction p.p. Stepanoff dont la série de Fourier 
est ¥ a(A)e™. 

rEA = jag 

Ce corollaire, immédiat, est une généralisation naturelle 


du théorème de Riesz-Fischer. L’hypothése sur A revient a 
supposer sa « densité supérieure de répartition » (voir ci-dessous) 
finie. 

Le théoréme 3 sera précisé dans la suite: on indiquera ce 
qu’il faut entendre par «pour I assez grand»; nous savons 


déjà qu’ on peut prendre |I| > —- Nous aurons besoin de la 
proposition suivante : Fo 


Proposition 3. — Q,(A, I) équivaut à Q(A, I): quelle 
que soit la suite de carré sommable {b(A)}, toutes les fonctions 


entières D{w), de type exponentiel alt satisfaisant D(A) = b(À) 
pour tout ÀE\, vérifient l'inégalité 


EE <K / |2°(u)|du 


et il en existe une vérifiant 


[\o(u) 


K ne dépendant que de À et I. 


B(A)|” 
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DÉMoNSTRATION. — On peut supposer I symétrique par 
rapport à l’origine. Soit LA (I) le sous-espace vectoriel fermé de 
L*(I) engendré par les e%*, AeA, et 1’ l’espace des suites fa(r)} 
de carré sommable; LA{(I) et J’ sont des espaces de Banach 
respectivement pour les normes ||f||r et n(a) = (X|a(A)|*)’”. 
Compte tenu de l’équivalence des normes ||f|| et n(a) (théo- 
rème 3), Q,(A, I) exprime que la correspondance f<—>}a(A 
définie par f~ La(A)e** est un isomorphisme entre L4(I) 
et 1?. Une forme linéaire sur l’ s’écrit {a(A)}—> Za(À) b(A) 

(I) 


[norme: n(b)| et la forme linéaire correspondante sur Ly 


est f— | fe avec (+) fi gere = b(A) [norme : n(9)=inf( flo’) 
pour tous les 9, satisfaisant (*)|. L’équivalence des normes 
n(o) et n(b), exprimée en introduisant la transformée de Fourier 


4/2 


(~) = |,9e** et en utilisant le théorème de Paley- Wiener, n’est 
autre que Qi(A, I). Donc Q,(A, I) entraîne Q(A, I). Inver- 
sement, supposons Q/(A, I) soit x’n(o) << n(b) <x'n(o); pour 
une somme finie s = La(A)e”*, on a ||s||;—= sup {,s9 pour 


n(o) = 1, et n(a) = sup Xa(A) b(A) pour n(b) = 1, donc 
x'n(a) <|Is|h<x’n(a), d’où Q,(A, I). 


Dérinition. — Appelons E*-pseudo-période attachée à A, 
et notons 1,(A), la borne inférieure des longueurs des intervalles I 
pour lesquels on a Q,(A, I) (resp. Q’ ou Q”). C’est la borne infé- 
rieure des longueurs L dans la définition de Paley-Wiener, 
et la borne inférieure des |I| pour lesquels vaut la partie c) 
du théorème 3. 

Nous allons montrer que si À est une suite régulière, on a 
L(A) = 2nd, A étant la densité supérieure de répartition 
de À. Nous avons besoin des lemmes suivants. 


Lemmes sur la densité supérieure de répartition. 


Derinitions. — Une suite réelle {A,} est dite bien répartie, 

rete ik n 
s’il existe un D> 0 tel que hp =0(1) (n=---—4, 0, 1, ...). 
D est alors la «densité uniforme» de {A,}. La densité supérieure 


de répartition d’une suite réelle A est la borne inférieure des 
densités uniformes des suites bien réparties contenant A 
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(<0 s'il n'existe pas de telles suites): on la notera A= AfA}. 
Soit n(r + t)—n(r) le nombre de X€A sur l'intervalle [r, r + t}. 
On a (°) 


Raley marae Or) 
t 


t>o |r|>o 

Rappelons que la densité supérieure d’une suite A positive 

est fn ie 
rT>o 7 

Appelons «mesure caractéristique » d’une suite discrète la 
somme des mesures de Dirac aux points de la suite. Nous dirons 
que les suites À, tendent vers la suite À si leurs mesures 
caractéristiques tendent, faiblement sur tout intervalle borné, 
vers celle de A. 

Si les A; sont uniformément régulières (, ni |A—A’| > 26> 0) 

Se j 
(à indépendant de /) et tendent vers A, ona inf |A—A‘|> 26. 
À \'EA 

LEMME 3. — Soit À une suite réelle régulière, et 0 < D <A {A} ; 
Alors, soit de l’ensemble des translatées de A, soit de l’ensemble 
de leurs symétriques, on peut extraire une suite convergente 
sur (0, ©) vers une suite régulière de densité supérieure > D. 


DÉMONSTRATION. — Par hypothèse, pour L assez grand, 
LD entier, il existe un intervalle I, de longueur 2"L conte- 
nant au moins 2"LD points de A. Par dichotomie, on peut 
construire des sous-intervalles emboités décroissants de I, = F,, 
soit It, 2, ... I8, tels que I} (de longueur 2" /L) contienne au 
moins 2"LD points de A; I/~' et I} ont une extrémité com- 
mune, et on pose €/ = 0 ou 1 suivant que c’est l’extrémité 


n 
droite ou l’extrémité gauche. Les nombres a, = Ÿ ¢{2/-" ont 
j=! 
un point d’accumulation; soit {n,} une suite telle que les 
a, soient convergents; quitte à restreindre fn}, on peut 
supposer que e"—“ ne dépend pas de 1(*). En translatant les inter- 
valles I, de façon que Ij: vienne sur [O, L], les [37° viennent 
sur un intervalle [* de longueur 2*L, indépendant de n,(’). 
Par diagonalisation, on extrait alors, de la suite des translatées 
correspondantes de À, une suite convergente sur chaque Le 
(2) Voir [2], p. 54, où A est appelée « densité de répartition ». La définition intro- 


duite ici est préférable à celle de [2], qu’on devra restreindre aux suites positives. 
(8) Dès que i > i(k). 
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et on vérifie que, sur chaque I“, la suite limite a au moins 
2*LD points, ce qui démontre le lemme. 


Lemme 4. — Soit À une suite réelle régulière, et 0 < D < AA. 
Il existe des sous-suites finies de A, soit A,, et des p,€A, tels 
que, sur [ , TD], toute fonction g continue soit limite uniforme 
de polynômes trigonométriques o,= >, a,(A)e'A— fx, 

rE 


En effet, si {A*} est la suite limite définie au lemme 3, 
on sait que les e*"* engendrent l’espace des fonctions continues 
sur [— xD, xD]. Étant donnée g, on peut approcher ses poly- 
nômes d'approximation Ye(A*)e*** par des sommes a, ce 
qui démontre le lemme. 


Lemme 5. — (Lévine, [6]) Soit {,} une suite régulière 
(us — > 20 > 0), bien répartie et de densité uniforme 1 
(|A,—n|< h) avec À, =0. Alors la fonction 


Get) (e) 


æ)| << A(1 + [w|)"erivl (æ = u + ww) 
À ne dépendant que de à et de h. 


vérifie - 


Lemme 6. — Méme hypothèse que lemme 5. Soit fb,} une 
suite bornée (resp. de carré sommable). Quel que soit « > 0, 
il existe une fonction D(w) de type exponentiel < 7 a ER telle 
que D(A,) = b, (— © <n< 0) et telle que 


sup [D(u)| << A, sup |6,| resp [\D(u) (u) 141 5,|? 
A, ne dépendant que de €, à et h. 
DÉMONSTRATION. — Posons D,(w) = en avec 
2 nw 


Ky =e et K= [4h-+ 2]. C’est une fonction de type exponen- 
tiel x + ¢, satisfaisant D,(A,) — à, (symbole de Kronecker), et, 


d’après le lemme 5, |D,(u Us a 72 (dans la suite, A;=A,(e, 6, h)). 


Quitte à translater la suite Ex, i, on construit ainsi, pour chaque 
m, une fonction entière D,,(#) satisfaisant D,,(A,) = 6%, et 


A, 


D, (æ)| < TE 


etree! 
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Posons D(w) = Y b,D,(w): c’est bien une fonction de type 


exponentiel <7-+<, prenant en À, la valeur b, et 


— 


eae ce Done |P(u)| <A, sup |b. 
Soit maintenant, sur I-53 , mat t(x) une fonction bornée 
dont la transformée de Fourier T(w) = f t(x)e"™ de satisfait 
K, < T(u)(1 + uv’) < K,, K, et K, étant deux constantes posi- 


tives; par exemple, t(x) = cos Fe max (0, 1—Ôlx|). Alors 


[D (u)| << A,T(u—A,,), donc 
JEU) du < A, f 


Cette dernière intégrale égale (Plancherel) 


= { Shen (x) 


41/0 


* du. 


Lb T (u — An) 


* dx 


et comme, d’aprés la démonstration du théoreme 3, 


ADO ES LA 
on a / [D{u)|*du << Aid|b,|*. 
Remarque. — D’après le théorème de Riesz-Thorin, on a 


(jp)? <A SI)" dès que 2<p<e. 


Dans la suite, les lemmes 4 et 6 seront seuls utilisés. 


Nous pouvons maintenant établir : ’ 


A 


Tutoreme 4. — La E’-pseudo-période attachée à une suite 
régulière À (borne inférieure des longueurs des 1 pour lesquels 
vaut la partie c) du théorème 3) est l, — 2rA, À étant la den- 
sité supérieure de répartition de À. 


Démonstration. — Montrons d’abord 1, < 2xA. Soit D*> A, 
et {A,} une suite bien répartie, régulière, de densité uni- 
forme D*, contenant A. Il suffit d'établir Q(fA,}, I) (voir 

20 
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proposition 3), quand |I|>27rD*. On peut sans restriction 
supposer D*= 1 et poser b(A,) = b,. La suite {6,} étant donnée, 
prenons pour ® la fonction définie au lemme 6: on a bien 


[D < K2 X|@(A,) |? < K f|D/ pour toutes 
[ll 


les fonctions ® de type exponentiel <5 résulte de la régu- 
larité de A ([7] p. 101). 

Montrons maintenant 1, > 2rA. Utilisons le lemme 4. 
Prenons les A, disjoints, et g=0 sur [—xD, tD—e] = I, 
g>0 sur (xD—e, sD) = J. Comme les sommes 6, tendent 
vers g, le rapport ||¢,/|r,sl!o,/|r' tend vers linfini; et comme 
ce" est une somme 5, ||s||||s||7' est aussi grand qu’on veut, 
done Q,(A, I) n’est pas satisfait. Or |I| est aussi voisin qu’on 
veut de 2xA. Donc 1, > 27d, et le théorème est démontré. 

Nous ne connaissons d’analogue du théorème 4 ni pour C, 
ni pour 9’. Cependant la seconde partie de la démonstration 
se transcrit immédiatement dans le cas de C. 


2 


b, |. 


L’inégalité 


Proposition 4. — La C-pseudo-période attachée à une suite 
régulière À satisfait le > 27 A. 

Par contre, c’est la première partie de la démonstration 
qui se transcrit facilement dans le cas de 9’, comme nous 
allons le voir. 


Cas de 9’. 


Dérinition. — Soit feD'. Si <(f) (sous-espace fermé de 9’ 
engendré par les translatées de f) ne contient que des distri- 
butions bornées, f est dite ®’-pseudo-périodique. 

Nous appellerons Qp(A) la condition nécessaire et suffi- 
sante que doit remplir A réelle pour que toute distribution 
de spectre € À soit pseudo-périodique. Pour simplifier, nous 
supposerons que A ne contient pas 0. Les propositions 1, 2, 
3 s’étendent encore. 


Proposition 1p. — Qp(A) équivaut à l'existence d’un inter- 
valle borné I, d’un entier p >0 et d’une constante K tels que, 
pour toute somme finie s= Y a(Aje™, on ait |s| < K|s®|, 
(condition Qp(A, 1). REA 

En effet, Qn(A, I) entraîne qu’une distribution m.p. de 
spectre c A, et d’ordre q sur I, admet une primitive d’ordre 


SUR LES FONCTIONS MOYENNES PÉRIODIQUES BORNÉES 307 


p+q-+1 bornée. D’autre part, si Qo(A, I) n’était pas 
satisfaite, on pourrait construire une suite d’intervalles I, 
emboités croissants couvrant la droite, et une suite s,, telles 
que 


sal, a Pm: et [ST 


Anti nec 
(on pose s~” = Ya(A)A~"e™*). Alors f= %s, est une distribu- 
tion m.p. de spectre A (c’est d’ailleurs une fonction) dont 
aucune primitive f~” n’est bornée: ce n’est donc pas une 
distribution bornée. 

Soit &(I) l’espace vectoriel topologique des fonctions f 
indéfiniment dérivables sur I, muni des semi-normes |f|, 
(n = 0, 1, ...). Quand I1—(— , w), on retrouve l’espace % 


de L. Schwartz ([3], t. Il, p. 55). 


Proposition 2p. — Qn(A, I) équivaut à Qp(A, I) toute 
fonction approchable dans &(1) par des sommes s= Y, a(A)e” 
AEA 


est prolongeable de maniére unique sur la droite en une fonction 
«B® m.p. et de spectre c À. 

En effet, Qp(A, I) entraîne visiblement Qp(A, I). Pour la 
réciproque, on raisonne comme dans la démonstration de 
la proposition 2, en utilisant le théorème de Banach. 

La proposition 2p exprime le rapport entre la 9'-pseudo- 
périodicité et certains problèmes de prolongement considérés 


en [2]. 


Proposition 3p. — Qp(A, I) équivaut à Q'(À, I): pour tout 
y réel, on peut trouver une distribution, uniformément bornée, 
à support dans I fermé, dont la transformée de Fourier prend 
sur À les mêmes valeurs que e”’. 

Démonstration analogue à celle de la proposition 3. 

Autre forme de Qp(A, I): pour tout y réel, il existe une fonc- 


tion de type exponentiel 5” uniformément bornée par un 


polynôme sur la droite réelle, et prenant sur À les mêmes 


valeurs que e“”. 

Dérinirion. — On appellera 9'-pseudo-période attachée a 
une suite régulière A, et on notera Ip(A, I) la borne inférieure 
des longueurs des intervalles I satisfaisant Qo(A, I) (resp. 


Q’ ou Q"). 
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En utilisant le lemme 6 comme dans la démonstration du 
théorème 4, on obtient facilement le théorème suivant: 


Tuéorème 5. — Pour qu'une distribution soit D'-ps.p., ul 
suffit qu’elle soit p.p. Schwartz et de spectre régulier. 
Si A est régulière on a Ip(A, 1) < 2rA, A étant la densité supé- 
rieure de répartition de À. 

La démonstration du théorème 5 n'utilise que très partiel- 
lement le lemme 6: car elle utilise le fait que |®(u)| est 
bornée par un polynôme indépendant de y, alors qu’en 
réalité |®(u)|est uniformément borné. Le lemme 6 sera 
exploité plus complètement dans la dernière partie de cette 
note. 


* 
x * 


Soit I un intervalle fermé. Désignons par: 


C(I): l’espace des fonctions continues sur I, muni de la 
norme |f|r. 

C’(I): l’espace des fonctions continiment dérivables sur 
I, muni de la norme |f|;+ |f'|r. 

yey le sous-espace fermé de C(I) engendré par les {e”*} 
(AeA). 


A : l’espace des fonctions transformées de Fourier de mesures 


bornées, f(x) = fe" du(u), muni de Ja norme fa =f dul. 

A(T) : l’espace quotient de A par le sous-espace des fonctions 
s’annulant sur I (représenté par des fonctions définies sur I, 
la norme étant notée ||f\|aq). 

B : le dual de A. 

B(1) : le dual de A(I). 


On sait (théorème de Wiener) que l'appartenance à À est 
une propriété locale, dans ce sens que si, sur chaque inter- 
valle I d’un recouvrement fini de la droit (deux demi-droites 
de sens opposé comptant pour un seul intervalle), on a feA(I) 
alors feA. On connait d’ailleurs de nombreuses conditions, 
soit nécessaires, soit suffisantes, pour l’appartenance à A(D. 
Nous allons montrer que, pour une fonction m.p. de spectre 
régulier, l'appartenance à A(I) pour un seul I assez grand 
entraîne l’appartenance à A. 4} 

Des éléments geB ont été nommés « pseudomesures » [8]: 
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ce sont les distributions (‘) dont la transformée de Fourier 
(9, e*) = D(u) est bornée. La dualité entre A et B s’exprime 
par (9, f) =o du. On démontre que B(I) est constitué des 
pseudomesures à support dans I; il nous suffira dans la 
suite d’utiliser le fait évident que toute © dont le support est 
intérieur à I appartient a B(I). 


Lemme 7.— Si feC'(I), on a feA(L) et ||fllae << K(f le + If’ 
K ne dépendant que de | 

En effet, soit f, la fonction continue égale à f sur I= [a, b] 
nulle en dehors de [a—1, b + 1], linéaire sur [a — 1, a] et 


sur [b, b+ 1]; on a ||f\laqy<[lfilla, [Al < fl et [ft] 1fh + Ph 
Il suffit donc de montrer qu’on a [fl <|flr + |f’|1. Or, si on 


pose F,(u)= | fe”, ona 
(iF) <a f+ w)F P= 20" f (Al + If 


d’où le résultat. 


) 


Lemme 8. — Soit J un intervalle intérieur à I, et 
feA(I) n CA(I). Alors f est approchable dans A(J) par des sommes 
finies s= Y a(A)e”. 

AEA 


DémonstrRATION. — Soit U un intervalle intérieur a I, et 
contenant J à son intérieur. Supposons geC'(U) n CA(U). 
Sur J, g est limite uniforme d'éléments de CA(J) (à savoir 


g(a + &) — g(2) pour € assez petit) donc g'eCA(J), donc g est 


€ 

approchable dans C’(J), et à fortiori (lemme 7) dans A(J) 
par des sommes s. Soit maintenant h, = 7 max 0. i , 
et g—f*h. Si £ est assez petit, on a g€C’(U) n CA(U), 
donc g. est approchable dans A(J) par des sommes s. D’autre 
part, quand € —0, la transformée de Fourier de h, tend 
vers 1 sur tout compact, en restant comprise entre 0 et 1, 
done ||g-—fl|aa) tend vers zéro, ce qui établit le lemme. 


Tutoreme 6. — Supposons À réelle et régulière, de densité 
supérieure de répartition A, |I| > 2A, et feA(I) 9 CA(I). Alors 
f= > a(aje®* avec X|a(A)| < Ki|filaw, K ne dépendant que de À 

XEA Lo 
et I. 


(4): à support compact; dans [8], on les définit sur le tore. 
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Démonstration. — D’après le lemme 8, il suffit d’établir 
le résultat quand f — s, somme finie. Le lemme 6 exprime 
l'existence d’un intervalle J intérieur à I avec la propriété 
suivante: à toute suite {b(A)} bornée en module par 1 
correspond au moins une pseudomesure 9, à support dans J, 
telle que (9, e*”) = b(À) pour tout AeA, et dont la norme ||9|| 
dans B(I) est bornée par une constante K ne dépendant que 
de A et J. Soit maintenant s = D a(A)je®* une somme finie. 


AEA 
On a (9, s)— Ya(À)b(À) done Ela(À)| < K||s||am. La même 
inégalité vaut (avec un autre K) en remplaçant I par un 
intervalle intérieur J assez voisin, d’où le théorème. 


CorozLarRE. — Toute fonction eCA(I) n C'(I), |I| > 2nAfA} 


est prolongeable sur la droite sous la forme fx > alr)e”* et 


AEA 
If] <dla(A)| < K(|f|r+ |f'|x), K ne dépendant que fide A et I. 
Immédiat d’après le lemme 7 
_ Les théorèmes 3 et 4 d’une part, 6 d’autre part, appliqués 
au cas où À est une suite d’entiers, fournissent d’intéressantes 
réponses au problème soulevé par M. Mandelbrojt dans 
([91, p. 142): le spectre À d’une fonction périodique f étant 
donné, indiquer des propriétés locales telles que, si f les vérifie 
au voisinage d’un point, elle les Yérie partout. Par exemple, le 


théorème 6 montre que, si f~ x ae”, avec lim a(n Nj.1—Nj) =, 
Ut 


et si f satisfait au voisinage d’un point une sen dition garantis- 
sant l’appartenance locale à A, alors fe A. Dans des cas 
particuliers, ce dernier résultat a été trouvé par Kennedy [10]. 

L’énoncé du théorème 6 se simplifie pour les suites telles 


que Ca(I) ¢ A(I). 


Dérinrrion. — Nous appellerons suites de Szidon de 
17e espèce les suites réelles A telles que CA(I)c A(I) pour 
tout intervalle I. 


Proposition 5. — Pour que À soit une suite de Szidon de 
17e espèce, il faut et suffit que l’une des conditions suivantes 
soit réalisée, quel que soit l'intervalle I: 


a) pour les suites sommables {a(A)}(A€A), les normes Yla(à)| 
et |Ya(A)e**|1 sont équivalentes. 
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b) à toute suite bornée }b(A)} correspond au moins une mesure 
du. support dans | telle que [ee du. = b(A) (AeA). 

c) à toute suite {c(X)} tendant vers zéro à Vinfint correspond 
au moins une fonction © sommable à support dans | telle que 
fee = c(À) (AeA). 

D’après le théorème 6 en effet, une définition des suites 
de Szidon de 1re espèce est la suivante: pour tout I, tout 
feCa(D) s’écrit Na(A)e®*, Sla(A)| < 00. D’autre part, CA(I) # C(I) 
entraîne que {e"{ est une base de CA(I) (car de l’existence 
d’une mesure du 0 à support dans I, telle que [em du(x) 
s’annule sur A, on déduit immédiatement, pour chaque 
AEA, existence d’une mesure du, telle que [edu (2) s’annule 
sur À sauf en À). Si À est une suite de Szidon de {re espèce, 
application {a(A)}—f est donc une application biunivoque 
de l’espace l' des suites sommables sur CA(1); elle est visiblement 
continue, donc (Banach) les normes |f|1 et Y|a(A)| sont équiva- 
lentes, soit a); inversement, a) entraîne évidemment que 
est une suite de Szidon de 1re espèce. 

Pour montrer a) <> b) et c) <+ a), il suffit d'utiliser le lemme 
suivant, qui est facile à démontrer et sans doute connu: 
soit 8, et &, deux espaces de Banach tels qu’existe une appli- 
cation linéaire continue de &, dans &,, l’image de 6, étant 
dense dans &,; pour que cette application linéaire applique 
8, sur &,, il faut et suffit que l’application linéaire transposée, 
du dual & de 8, dans le dual & de 6,, applique & sur 6). 
Pour montrer a) <-> b), on prend 6, = l'O = 
6, = quotient de l’espace des mesures a support dans I par 
son sous-espace orthogonal aux e*®*, Pour montrer c) <= à), 
on prend &,—c (espace des suites tendant vers zéro à 
l'infini), 8, — quotient de L'(I) par son sous-espace ortho- 
gonal aux e*, 6, — l', & = sous-espace de L*(I) engendré 
par les e%*, soit CA(I). La proposition 5 est démontrée. 

La condition a) entraîne que, si À est une suite de Szidon 
de 172 espèce, toute fonction eCr(A) est prolongeable en une 
feCn, avec équivalence des normes flet [fl Autrement dit, 
la condition Q(A, 1) est satisfaite pour tout LÉ 


(3) Cette remarque, jointe au résultat de Zygmund indiqué plus bas (proposi- 
tion 6), rend compte d’une inégalité conjecturée par Turan RES 
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Les conditions b) et c), quand A est une suite d’entiers, 
signifient la possibilité de choisir «arbitrairement » les coef- 
ficients de Fourier d’une mesure (resp. d’une fonction sommable) 
dont les indices appartiennent à A. Banach a montré que ¢) 
est satisfaite [avec I = (0, 2x)] quand A est une suite d’en- 
tiers lacunaires. 

Indiquons maintenant deux conditions, l’une suffisante et 
l’autre nécessaire, pour que A soit une suite de Szidon de 
1re espèce. 

Proposition 6. — (Zygmund) [12]. Pour qu’une suite symé- 
trique {+ X,} soit une suite de Szidon, il suffit que 

Mg >t (n=4,2, .) 

Proposition 7. — Pour que A soit une suite de Szidon de 
1re espèce il est nécessaire : 1° qu’elle soit régulière et de densité 
de répartition nulle; 20 que le nombre de points de À de la forme 
nu, +: + n,u,, où u,, ... u, sont des nombres réels et n,, ...n, 
des entiers relatifs tels que 


[n,| + 5 +|n|<s, 
soit N= N{u,, ... u,, s), satisfasse N< Aplog(s + 1), A étant 


une constante ne dépendant que de À. 


DÉMONSTRATION. — Le 1° résulte du fait que Q(A, I) est 
satisfaite pour tout I si A est une suite de Szidon de 1re espèce, 
joint au corollaire 2 de la proposition 1 et à la proposition 4. 
Le 2° résulte du lemme suivant démontré dans [13]: quels 
que soient les r,, np 20, on peut déterminer les signes + et 
— de façon que le polynôme trigonométrique à p variables 

Pie Lp) = Dae Pag won ce are 
satisfasse £ 
max |P(a,, ..., %))| = P< C(2ri, np log (s + 1))'”, 

C étant une constante absolue. Pour définir les r,. 2%, 708 
considère ici successivement tous les points n,u, + --- + NU»: 
on prend np = À Si le point nu, +: + n,u, appartient à 
A et n’a pas encore été considéré, et r,, np = 0 Sinon; ainsi 
UT ng... np = UP ny, ...np = N. Posons s(x) = P(u,x, ... u,v); c’est une 
combinaison linéaire des e** et 


slk=N, Is <|P| <C(Nplog (s+ 4))"”. 
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L'égalité voulue résulte de l’équivalence des normes |s| et 
\Is|la- 

On peut sans doute améliorer la proposition 6 à l’aide des 
fines estimations de Stetchkin [14]. 

La plupart des résultats établis pour les suites de Szidon 
de {Te espèce se transcrivent facilement pour les suites de 
Szidon de 2€ espèce, ainsi définies. 


DériniTIon. — Nous appellerons suites de Szidon de 2e 
espèce les suites réelles A telles que CA cA. 


Proposition 8. — Ca c A entraîne l’existence d’un intervalle I 
pour lequel CA(I) € A(T). 

En effet, CA est un espace (3) admettant les |f|; comme 
semi-normes, et À n CA un espace de Banach avec la norme 
Iflla. L'application canonique de A n CA dans CA (munis de 
ces topologies) est biunivoque et continue; CA c À exprime 
que l’application est sur Cx. D’après Banach les normes /|f|l4 
et |f|r sont équivalentes pour au moins un I, d’ou le résultat. 


Proposition 9. — Pour qu'une suite soit une suite de Szidon 
de 22 espèce, il faut et suffit que l’une des conditions a) b) c) 
de la proposition 5 soit vérifiée pour au moins un I. 


CoroLLarRE. — Toute suite de Szidon de 2° espèce satisfait 


la condition Q(A). 


Proposition 10. — Toute suite de Szidon de 2° espéce est 
réguliére, et satisfait la condition 2° de la proposition 7. 
Démonstration calquée sur celles des propositions 5 et 7. 
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SUR LES REPRÉSENTATIONS UNITAIRES 
DES GROUPES DE LIE ALGÉBRIQUES 


par J. DIXMIER 


INTRODUCTION 


Soient G un groupe topologique, U une représentation uni- 
taire de G. Soit A l’algèbre de von Neumann engendrée par les 
opérateurs U,, se G. Si A est de type I, on dit que U est de 
type I. Si toute représentation unitaire fortement continue 
de G est de type I, on dit que G est de type I. Pour qu’un 
groupe G à base dénombrable soit de type I, il suffit que toute 
représentation unitaire factorielle fortement continue dans un 
espace hilbertien à base dénombrable soit de type | (cf. [6], 
parties b) et c) de la démonstration du théorème 3). Les groupes 
de type I se comportent de fagon plus simple que les groupes 
généraux dans la théorie des représentations unitaires. 

Dans [7], Harish-Chandra a prouvé que tout groupe de Lie 
réel connexe semi-simple est de type I. J’ai montré dans [6] 
que tout groupe de Lie réel connexe nilpotent est de type I. 
Dans ce mémoire, nous montrerons que tout groupe algébrique 
réel est de type I (et méme un résultat un peu plus précis; cf. 
théoréme 1). On pourrait abréger un peu les démonstrations en 
admettant les résultats de [6]; mais nous avons préféré rendre 
les raisonnements indépendants de [6], de sorte qu’on redé- 
montre en particulier, par une nouvelle méthode, que les groupes 
de Lie réels connexes nilpotents sont de type I. Par contre, 
nous nous appuyons de fagon essentielle sur le théorème d’ Ha- 
rish-Chandra; on notera en outre que notre théorème 1 ne 
contient pas le théorème d’Harish-Chandra, car un groupe de 
Lie réel connexe semi-simple n’est pas toujours isomorphe a 
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un groupe algébrique réel; ceci soulève la question suivante : 
si un groupe de Lie réel connexe est de type J, son revêtement 
universel est-il de type I? Nous n’avons pu résoudre ce pro- 
blème. 

Les outils principaux sont: 1) le théorème cité d’ Harish- 
Chandra; 2) la théorie des représentations induites de G. W. 
Mackey [8]; 3) un résultat de C. Chevalley sur les relations 
d'équivalence définies par un groupe algébrique [4]. Comme ce 
résultat n’est pas encore publié, nous allons l’énoncer avec pré- 
cision: soient G un groupe algébrique réel, G° sa compo- 
sante connexe (pour la topologie ordinaire), V une variété 
algébrique réelle (non nécessairement irréductible); supposons 
que G opère à gauche dans V de telle sorte que l’application 
G x V— V soit partout régulière au sens de la géométrie 
algébrique; soit R la relation d'équivalence définie par G’ dans V. 
Alors, R est borélienne, c’est-à-dire qu’il existe une suite de 
parties V,, V,,... de V, boréliennes pour la topologie usuelle 
de V, saturées pour R, et telles que toute classe modulo R soit 
l’intersection des V; qui la contiennent. 

On désignera par R le corps des nombres réels, par C le 
corps des nombres complexes. 


1. — Préliminaires sur les groupes de type I. 


Soit § un espace hilbertien. Considérons deux vecteurs 
unitaires f, f de § comme équivalents si f= Af’, où À est un 
scalaire de module 1. Une classe de vecteurs unitaires de H 
s'appelle un rayon [1]. 

Pour tout ce qui concerne les algèbres de von Neumann, 
nous renvoyons à [5], où on trouvera les références aux mémoires 
originaux. Si A est une algèbre de von Neumann dans §, on 
désignera par U(A) le groupe des opérateurs unitaires de A 
modulo le groupe des opérateurs scalaires unitaires. On dési- 
gnera par {($) l’ensemble des opérateurs linéaires continus 
dans $. On appellera topologie forte sur U({(4)) la topologie 
quotient de la topologie forte sur l’ensemble des opérateurs 
unitaires de 4. Cette topologie est étudiée dans [1]. C’est aussi 
la topologie de la convergence simple sur l’ensemble des 
rayons. 
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LEMME 1. — Soient A un facteur de type 1, G un groupe topo- 
logique, x — x, une représentation de G dans le groupe des 
+-automorphismes de A. On suppose que, pour tout Te À, «,(T) 
dépend contintiment de x pour la topologie forte. Alors, il existe 
une représentation fortement continue x — U, de G dans U(A) 
telle que, pour tout xeG, tout U,eU, et tout Te A, on ait 
TR Wo 


DémonstRATION. — Il existe un espace hilbertien $ et un 
«-isomorphisme de A sur (4). Cet isomorphisme est fortement 
bicontinu sur les parties de A et 4(§) bornées pour la 
norme. On peut donc supposer désormais que A = {($). 

Pour tout ze G, il existe un opérateur unitaire U, dans 
tel que «,(T) = U,TU;' pour tout Te {($) ([5], chapitre m1, 
paragraphe 3, proposition 3). Tout revient à montrer que la 
classe de U, dans U({($)) dépend contindment de x pour la 
topologie forte. Soit f un vecteur unitaire de $. Il faut mon- 
trer que le rayon défini par U,f dépend continiment de x. 
Soit E le projecteur de rang 1 dont l’ensemble des valeurs est la 
droite portée par f. Le projecteur dont l’ensemble des valeurs 
est la droite portée par U,f est «,(E). Par hypothèse, il dépend 
continûment de x pour la topologie forte. Quand x tend vers 2, 
dans G, ||2.(E)U,,f||=|(U.f|U.,f)| tend vers [a (E)U.f1| = 1, 
donc ([1], formule 1. 3) le rayon défini par U,f tend vers le rayon 
défini par U,,f, d’où le lemme. 


Soient G un groupe topologique et $ un espace hilbertien. 
Nous appellerons représentation unitaire-projective de G une 
représentation de G dans U(£(H)). Soit x > U, une applica- 
tion de G dans l’ensemble des opérateurs unitaires de §, 
continue pour la topologie forte, et telle que Uy Sc )te 
pour eG, x'eG, c(x, x) désignant un nombre complexe de 
module 1. Cette application définit, par passage au quotient, 
une représentation unitaire-projective fortement continue de G. 
Toute représentation unitaire-projective fortement continue 
de G s’obtient de cette maniére si G est un groupe de Lie 
connexe et simplement connexe ([1], théorèmes tal, 3. 3et5.1), 
et aussi, de façon évidente, si G est discret. Soit toujours 
2—>U, une application possédant les propriétés considérées 


plus haut; il existe un groupe topologique H, un sous-groupe 
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fermé central H’ de H, et une représentation unitaire fortement 
continue y — V, de H, tels que: 1) H’ est isomorphe au groupe 
des nombres complexes de module 1; 2) H/H' s’identifie à G; 
3) pour tout xeG, il existe un représentant y de x dans H 


tel que U, = V, (cf. [1] et [10]). 


Lemme 2. — Soient G un groupe topologique, G, un sous- 
groupe fermé distingué de G, U une représentation unitaire forte- 
ment continue de G, U, la restriction de U à G,. On fait les hypo- 
théses suivantes : 


a) U, est factorielle de type |; 


b) toute représentation unitaire-projective fortement continue 
de G/G, est de type I. 
Alors, U est de type I. 


Démonstration. — Soit A le facteur de type I engendré 
par les opérateurs U,, où seG,. Soit A’ son commutant. 
L’espace hilbertien où opère U s’identifie à un produit tenso- 
riel $ @ §9' d’espaces hilbertiens, de façon que A s’identifie a 
Cs ® £(') (où Cg désigne l’ensemble des opérateurs scalaires 
de §) et A’ à £(H) @Cy. Pour tout eG, U,AUS' = A 
(puisque G, est distingué dans G). Donc (lemme 1) il existe une 
représentation fortement continue x — V, de G dans U(A) 
telle que, pour tout V,eV,, Uz;'V, définisse l’automor- 
phisme identique de A; on a alors U, = W,V, avec W, e A’. 
Soit a eG. On a 


done We W.W;= Vou Vz Vz'eAn A’, donc V,.—=0(x, x')V,V,, 


Waa = (x, 2')~"W,W, où a(x, 2’) est un nombre complexe 
de module 1. Posons V,=1®V,, W,— W, ® 1. Alors, 
x—>V,, x— W, définissent des représentations unitaires- 
projectives de G. Comme les représentations unitaires-pro- 
jectives déduites des applications x — U, et æ— V, sont 
fortement continues, il en est de même de la représentation 
unitaire-projective déduite de l’application æ— W,. Pour 
zeG,, on a U,eA, done W, est un opérateur scalaire, 
donc «> W, définit une représentation unitaire-projective 
fortement continue de G/G,. Soit B (resp. C) l’algèbre de von 
Neumann engendrée par les W, pour xeG (resp. par les U, 


a :-— + 
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pour xeG). Alors, C= B @ {(f'). D’après l’hypothèse faite 
sur G/G,, B est de type I. Donc C est de type I. 


Lemme 3. — Soient G un groupe topologique à base dénom- 
brable, G, un sous-groupe fermé distingué de G, d'indice fini 


dans G. Si G, est de type I, G est de type I. 


DEMONSTRATION. — Soit n l'indice de G, dans G. Le lemme 
est évident pour n = 1. Nous procéderons par récurrence sur n, 
en supposant le lemme établi lorsque l’indice de G, dans G 
est 7: 

Soient U une représentation unitaire factorielle fortement 
continue de G dans un espace à base dénombrable, A (resp. B) 
l'algèbre de von Neumann engendrée par les opérateurs U, 
pour seG, (resp. pour se G). Soit C le centre de A. Pour 
tout ze G et tout seG,, on a U,U,U;' = U,..-1e A, donc 
U,AU;! = A, done U,CU;' = C. Soit «, l’automorphisme 
de C ainsi défini par U,. Pour ze G,, «, est l'identité. Donc, 
par passage au quotient, on définit une représentation y—> B, 
de G/G, dans le groupe des automorphismes de C. 

Soit © le spectre de C. Pour tout ye G/G,, l’automorphisme 8, 
définit un homéomorphisme y, de © sur © et on obtient ainsi 
un systéme d’imprimitivité pour G de base ©. Comme U est 
factorielle, les seuls éléments de C invariants par les B, sont les 
opérateurs scalaires. Montrons que © est fini. Si © n’est pas 
fini, les transformés d’un point ©, de © par les y, ne constituent 
pas © tout entier. Alors, pour un voisinage ouvert et fermé V, 


= 


bien choisi de %,, l’ensemble U y,(Vo) mest pas S tout 

ye GIG, es) 

entier, ce qui est absurde. Done © est fini, et G est transitif 
dans ©. ss | 

Soient { un point de G, S son stabilisateur dans G, qui est un 
sous-groupe de G contenant G,. Distinguons deux cas : 


a) S#G. Alors, Vindice de G, dans 5 est strictement plus 
petit que l’indice de G, dans G, donc S est de type | d'après 
Phypothése de récurrence. D’autre part, U est unitairement 
équivalente a la représentation de G induite par une repre- 
sentation unitaire fortement continue V de 5, et Valgébre de 
von Neumann engendrée par les V,, ses, est de méme type 
que l’algebre de von Neumann engendrée par B et C ([8] et [10]); 
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comme B > À = C, et que l’algèbre de von Neumann engendrée 
par les V,, s eS, est de type I, on voit que B est de type I, ce 
qui achéve la démonstration dans ce cas. 

b) S=G. Comme G est transitif dans ©, c’est que © se 
réduit au point €. Dans ce cas, A est un facteur (de type I). 
Nous achéverons la démonstration en montrant qu’on peut 
appliquer le lemme 2, c’est-à-dire que toute représentation 
unitaire-projective de G/G, est de type I. Une telle représen- 
tation provient d’une représentation unitaire fortement 
continue d’un groupe [’, extension centrale de G/G, par le 
groupe des nombres complexes de module 1. Comme [' est 
compact, toutes ses représentations unitaires fortement conti- 
nues sont de type I. D’où le lemme. 


2. — Algébres de Lie nilpotentes spéciales. 


Soient K un corps commutatif, n un entier > 0, (e,, e,, .--, Gan) 
une base d’un espace vectoriel de dimension 2n + 1 sur K. On 
vérifie aussitôt qu’on définit sur cet espace une structure 


d’algèbre de Lie g en posant 
Less Eh | = 4, Les, Sy cal — Co, +. Le. En] A 


les autres crochets étant nuls ou déduits des précédents par 
antisymétrie. Le centre ¢ de g est Ke,. Le quotient g/c est 
abélien. Donc g est nilpotente, et |[g, g] = c. Les idéaux non 
nuls de g sont les sous-espaces de g contenant ¢. 

Les algebres de Lie du type précédent seront dites nilpo- 
tentes spéciales. 


Lemme 4. — Soient q une algèbre de Lie nilpotente sur K, ¢ 
son centre. On suppose que [g, 4] est de dimension 1. Alors, g 
est produit d’une algèbre abélienne et d'une algèbre nilpotente 
spéciale. Si dim ¢ = 1, g est nilpotente spéciale. 


Démonstration. — Soit g = [g,q]. Pour tout reg, la 
restriction de adx à g' est nilpotente, donc nulle puisque 
dim q’ = 1; donc g'ec. L’algèbre g est extension centrale de 
l'algèbre de Lie abélienne a = g/g! par g'. Cette extension est 
définie, à un isomorphisme près, par une application bilinéaire 
alternée de a dans q’, qui s’identifie à une forme bilinéaire 
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alternée f sur a. Soit o l’application canonique de q sur a. 
Soit n l’ensemble des éléments de a orthogonaux à tous les 
éléments de a pour f, et 1’ un sous-espace de a supplémentaire 
de n dans a. Soient m = 97 '(n), m’ = 9 ‘(n’), b un supplémen- 
taire de g’ dans m. Alors, b est une sous-algébre abélienne de 
q, M est une sous-algébre nilpotente spéciale de q, q est somme 
directe de b et m’, et [b, m’] = 0. D’où le lemme. 


Lemme 5. — Sur R°"°', définissons une multiplication de la 
manière suivante : 


(z, Ty vey Li) : (Yo Yi: +, Yon) = (2, sce Yo LyYn +1 VY ns 2 — 
Thon, x, = Yi; Lo — Yo, ces Von + yay 


2n+1 


On définit ainsi sur R°**' une structure de groupe de Lie réel G. 
Le groupe G est nilpotent; son centre et son groupe des commuta- 
teurs sont identiques à l’ensemble des (x, 0, 0, ..., 0) où æeR; 
son algèbre de Lie est nilpotente spéciale. 


DÉMONSTRATION. — [’associativité de la multiplication 
résulte du calcul suivant: 


(Zo ah Yo TyYns1— °° Fons x, + Yi +. LT Yan) (03219 2208) Zon) 
os (x, a Yo + RS RS ET (a, dE LA LE VE tac 

LE (2, ++ Yn)Zans Leys seit ity, He Yee Zan) 3 

(Xo Ti, +. Tan) (Yo + 29 Yarnss— *°° TY ans Yt He Z43 ++ Yon th Zen) 
= (Xp à à Yo + Keim Une SES — Yan — LYn +t + ads) TEE 

= Tal Yon 1: 25); Let Ya ser lt Yan “4 Ran): 


La multiplication admet I’élément neutre (0, 0, ..., 0). Enfin, 
l’élément (x,, ..., %,) admet l'inverse 


en Be Peas rt lan A ar TE Tan) 
D'où l'existence du groupe de Lie réel G. On a la formule 


TE EE - TR, Viale lan ee te ere 
== (x, he T6 — Lifnei °° nan bo ae Yis ses Von Fe tae 


Sem 


(— 2) Lit. 1 — ET, — Yo Vins fan 
DY nt Lnons — 21 — Yi hg Tin Yen) 
me (2 US te 7 — LpYon — Ly — UyXn «4 
= YiYn+1 Ak nr Un on LyYn+1 a aes 


A (a, + Ys) (ass + Ynat) +212 + (Ga + Yn) (Fan + Yon)» 0, +++, 9) 
= (Y:En 1 — TiYn+1 + ee HY, Lon — LpYons Er 0). 2 


Cette formule prouve que le centre et le groupe des commu- 
21 
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tateurs de G sont identiques à l’ensemble des éléments de la 
forme (x, 0, …, 0,0). Done G est nilpotent, et, compte tenu du 
lemme 4, son algèbre de Lie est nilpotente spéciale. 

(Ajouté pendant la correction des épreuves. — Comme me 
l’a fait remarquer I. E. Segal, le lemme 6 est dû à J. von 
Neumann [12].) 


Lemme 6. — Soient G le groupe de Lie du lemme 5, C son centre, 
U une représentation unitaire fortement continue de G dans un 
espace à base dénombrable, non triviale sur C. 

(i) Pour que U soit factorielle, il faut et il suffit que U soit un 
opérateur scalaire pour seC. 

(ii) St la condition (i) est remplie, U est de type I. 


DémonstrRATION. — Si U est factorielle, il est clair que U, est 
un opérateur scalaire pour seC. Supposons maintenant que U, 
soit un opérateur scalaire pour se C. Nous allons montrer que U 
est factorielle de type I, ce qui prouvera le lemme. 

Soit H l’ensemble des (x,, ..., 2,)¢G tels que 


x EPS Vi gb 


net — Ln+ 
On vérifie aussitôt que H est un sous-groupe fermé distingué 
abélien de G contenant C. Le dual H de H s’identifie à 
l’ensemble des systèmes (£,, ---, £,) de nombres réels, la dualité 
étant réalisée par 

RER Li, ..., Uy 0, ee di: (ES ai ….. E,)) <5 elobo+ - “+ ante) 
On a 


(aah ona ib pelt de. Le, 40, 15m 0e tye at 
std), ~4~ 04, Yet Ti, +. We ee Ynsss +. Yon): 


(Yo YrYn et  — Yrÿons —Yus ts — Yan) 
ET (Lo — YiYn 1 — sue —Y Yon (y; + Com ae +- 
+ (Yn + Ln)Yons T;, lcs. | Th 0, bilan 0 
= (x 


Pi cg AN an Ua we A PL, PO A es tag 
(Eo) +2 


Soit (&,..., &) le transformé de l’élément 
par l’élément (y,, ..., y,)eG. On a 


de te Cape RO. Dj TS 
= ((Yos ir Yan) « (os 229 Try 0, Pai] 0) " (Yoo 12 Da) (ce cere] Eady 
Ge ((o Ke DY nat ale foals TiYons XM, y Tr 0, rere 0), (Eos 1249 amy: 


= ell [Zobo+ TEoY ne + Ey) + +++ +2, nEoYan + En)] 


eh ia 
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quels que soient les nombres réels 2, ..., x, Done 


‘ erik Lea? 

(2) So re Pe. . KES 9 Rasa + 23 | ah = E Yon a Gh 

L’orbite relative à G d’un point (&, ..., £,) tel que &, ~0 
est donc l’ensemble des (&, ..., &/) tels que & = &,. L’orbite 
d’un point (&,, ..., &,) tel que &, = 0 se réduit à ce point. Ainsi, 


H est régulièrement contenu dans G [8]. On notera en outre 
que G est produit semi-direct de H et du sous-groupe des élé- 
mentstde ‘Ja/formsa .(0; 0)4.)0, 2,27). 2). 

Soient V la restriction de U à H, x la mesure opératorielle 
sur À associée à V par le théorème de Stone généralisé. Soit H, 
le sous-groupe de H formé des (a, ..., %,, 0, ..., 0) tels que 
z,=0. On a H= H, x C. Soit W la restriction de V à H,. 
Pour s=s,ceH (s,eH, ceC), on a V,—y(c)W,, x 
étant un caractère non trivial de C. Le dual À, de H, s’iden- 
tifie à l’ensemble des (&,, ..., eH tels que £, = 0; soit v la 
mesure opératorielle sur Hi, associée à W; la mesure y se déduit 
de vy par une translation de la forme (§, 0, ..., 0), où Eéi0 
puisque y est non trivial. On voit donc que w est concentrée 
sur une orbite © relative à G. 

Soit (£,, £,, ..., &,) un point de cette orbite. Les formules (2) 
montrent que le stabilisateur de ce point est H. Donc [8] U peut 
s'identifier à la représentation de G induite par une représenta- 
tion unitaire continue U’ de H. D’après [9], théorème 12.1, la 
restriction de U à H est intégrale hilbertienne sur G/H de 
représentations déduites de U’ par action des automorphismes 
intérieurs définis par les éléments de G. Donc la mesure opéra- 
torielle associée à U’ est concentrée sur Q. Par suite ([9], théo- 
rème 10.1), U est intégrale hilbertienne sur H de représentations 
induites par les caractères de H qui appartiennent à (2. Or, 
toutes ces représentations sont irréductibles et unitairement 
équivalentes ([8], théorème 3). Donc ([11], théorème 1.5), U 
est factorielle de type I. 


3. — Représentations unitaires-projectives 
des groupes de Lie réductifs. 


Lemme 7. — Soient K un corps commutatif de caractéristique 0, 
a, et g. des algèbres de Lie sur K,g—=qg; X go On suppose 9g, 
semi-simple. Toute extension centrale 9 de q par une algèbre de 
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Lie abélienne a est de la forme g, X Gi, où q; est une extension cen- 
trale de 4, par a. 


DémonsrrATION. — Soit 9 l’application canonique de 4 
sur g, de noyau a. Alors g = © ‘(q.) est extension centrale 
de g, par a. D’autre part, g'/g; est isomorphe à g/g., donc semi- 
simple. Done il existe une algèbre de Lie f, isomorphe à g; 
et supplémentaire de gq, dans q’. La représentation adjointe p 
de b dans q, est semi-simple, et annule a. Soit a’ un sous- 
espace de q, supplémentaire de a dans g; et stable par p; 
on a donc [h, a’] € a’. Comme f et a’ commutent modulo a, on a 
[h, a’} ca. Donc [b, à] = 0, et par suite [h, g,] = 0. Ainsi, 9’ 
est isomorphe au produit f) X @. 


Lemme 8. — Soient q, une algèbre de Lie semi-simple réelle, 
q, une algèbre de Lie abélienne réelle, q, une algèbre de Lie nil- 
potente spéciale réelle, G un groupe de Lie réel connexe d’algèbre 
de Lie q, X 4 X gs. Alors, toute représentation unitaire fortement 
continue de G est de type I. 


DÉMONSTRATION. — Comme toute représentation de G pro- 
vient d’une représentation de son revêtement universel, on peut 
supposer G simplement connexe. Alors, G est isomorphe à 
G, x G, x G,, où G; désigne, pour 1 = 1, 2, 3, le groupe de 
Lie réel connexe et simplement connexe d’algèbre de Lie gq). 
Soient U une représentation unitaire fortement continue fac- 
torielle de G dans un espace hilbertien, A (resp. A;) l’algèbre de 
von Neumann engendrée par les U, pour seG (resp. pour 
seG;). Alors, les A; commutent deux à deux. Puisque A est 
un facteur, chaque A; est un facteur. Le facteur A, est de 
type I d’après [7], p. 230; le facteur A, est de type I d’après le 
lemme 6; le facteur A, se réduit à l’ensemble des opérateurs 
scalaires. Alors [5] A est de type I. 


Lemme 9. — Soit G un groupe de Lie réel connexe dont 
l'algèbre de Lie est réductive. Alors, toute représentation 
unitaire-projective fortement continue de G est de type I. 


DÉMONSTRATION. — Comme pour le lemme 8, on peut 
supposer G simplement connexe. Toute représentation uni- 
taire-projective fortement continue de G provient alors d’une 
représentation unitaire fortement continue d’un groupe de Lie 
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réel connexe G’, extension centrale de G par un groupe de Lie 
abélien connexe de dimension 1. Soient q et q! les algébres de 
Lie de G et G’. Puisque g est produit d’une algèbre de Lie 
semi-sinple 8 et d’une algèbre de Lie abélienne, q’ est, d’après 
le lemme 7, produit de § et d’une algèbre a extension centrale 
d’une algèbre de Lie abélienne par une algèbre de Lie de dimen- 
sion 1; l’algèbre a est soit abélienne, soit produit d’une algèbre 
abélienne par une algèbre nilpotente spéciale (lemme 4). Il 
suffit alors d'appliquer le lemme 8. 


4. — Le théorème principal. 


Lemme 10. — Soient g une algèbre de Lie sur un corps commu- 
tatif, n un idéal nilpotent de g. On suppose que tout idéal abélien 
de q contenu dans n est nul ou de dimension 1. Alors, n est ou nul, 
ou spécial. 


DEMONSTRATION. — Soit n’ = [n, nj. Si dim n° > 1, il existe 
des idéaux n,, n, de n, de dimensions 1 et 2, tels que n, cn, ce; 
ona 


[n’, n,] = [[n, 1], n.] ¢ [[m, 1], n] + [[n, n], nl efn,, 1] = 0. 


Donc le centre de ft’ est de dimension > 1. Or, ce centre 
est un idéal caractéristique de n, donc un idéal de q, ce qui est 
contraire à ’hypothése. Donc n’ est de dimension 0 ou 1. Si 
1’ = 0, n est abélienne, donc est de dimension 0 ou 1 (et, dans 
ce dernier cas, spéciale). Supposons désormais n’ de dimension 
1. Le centre de n est non nul, donc de dimension 1 (car c’est 
un idéal de g). Donc n est spéciale (lemme 4). 


Lemme 41. — Soient G un groupe algébrique réel, P un sous- 
groupe algébrique distingué de G. Alors, la composante connexe 
de G/P est un groupe de Lie réel isomorphe à la composante 
connexe d’un groupe algébrique réel. 


DémonsrraTion. — Soient q l'algèbre de Lie de G, p Val- 
gèbre de Lie de P. Il existe une représentation rationnelle o de 
G dont le noyau est P ([3], p. 119, proposition 11). Soient H le 
plus petit groupe algébrique réel contenant e(G), H°sa compo- 
sante connexe, b son algèbre de Lie. Alors la différentielle de p 
applique q sur b ([2], p. 140, proposition 5). Done He p(G) € H, 
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et o(G) est fermé dans H pour la topologie ordinaire. Alors, le 
groupe de Lie G/P est isomorphe au groupe de Lie p(G). Donc 
la composante connexe de G/P est isomorphe à H’, ce qui 
prouve le lemme. 


Taéorème 1. — La composante connexe d’un groupe algé- 
brique réel est de type I. 


DémonsrraTion. — Soient G un groupe algébrique réel, G* 
sa composante connexe, U une représentation unitaire facto- 
rielle fortement continue de G° dans un espace hilbertien à base 
dénombrable. Nous allons prouver que U est de type I, ce qui 
démontrera le théorème. On peut évidemment supposer G 
irréductible. 

Raisonnant par récurrence, nous supposerons le théoréme 
établi pour les groupes de dimension < dim G. 

Soit q l’algèbre de Lie de G (et de G’). Il existe un idéal a 
de g, formé d’endomorphismes nilpotents, tel que g/m soit 
réductive ([3], p. 107, théorème 3). L’algébre de Lie n est nil- 
potente, toute sous-algèbre a de n est algébrique, et l’applica- 
tion exponentielle définit un isomorphisme analytique de a 
sur un sous-groupe algébrique A de G°, isomorphisme qui trans- 
forme les fonctions polynômes sur a en fonctions polynomes 
sur A ([3], p. 123, proposition 14). Supposons que a soit abé- 
lienne, et soit un idéal de g. Alors, A est abélien et distingué 
dans G ([3], p. 30, corollaire 2 de la proposition 11). L’applica- 
_ tion exponentielle transforme la structure vectorielle de a en 
une structure vectorielle sur A, dont l’addition est la loi de 
composition du groupe A. Pour tout æeG, lapplication 
a— xax ‘ de A sur A est un automorphisme u, de cet espace 
vectoriel réel, et x — u, est une représentation rationnelle de 
G; la représentation contragrédiente est rationnelle; or, les 
automorphismes de cette représentation contragrédiente s’iden- 
tifient aux opérations de G dans À. La relation d'équivalence 
définie par G° dans À est donc borélienne (cf. introduction). 
Ainsi, À est régulièrement contenu dans G au sens de [9]. 

Soit V la restriction de U à A. Puisque A est régulièrement 
contenu dans G°, la mesure opératorielle sur À associée à V est 
concentrée sur une orbite Q relative à G°. Supposons d’abord 
qu’on puisse choisir à de manière que ( ne soit pas réduite à un 
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point. Soient S et S’ les stabilisateurs dans G° et G d’un même 
point de Q. Alors, S’ est algébrique ([3], p. 28, corollaire 2). La 
composante connexe S° de S est aussi la composante connexe 
de 5’. Comme Q n’est pas réduite à un point, on a dim S < dimG; 
donc S° est de type I d’après l'hypothèse de récurrence, donc S 
est de type I d’après le lemme 3. Or ([8] et [10]) la représenta- 
tion U est de même type qu’une représentation unitaire for- 
tement continue de S. Ainsi, U est de type I. 

Dans la suite de la démonstration, nous pouvons donc faire 
l’hypothèse suivante: 

(H) Pour tout idéal abélien a de g contenu dans n, la restric- 
tion de U a A est une représentation par des opérateurs sca- 
laires. 

Distinguons alors deux cas: 


a) Supposons qu'il existe un idéal abélien a de g contenu 
dans n de dimension > 1. Soit M le noyau de U. Comme la 
restriction de U à A est scalaire, la composante connexe P de 
M n À est un sous-espace vectoriel non nul de A. D'autre 
part P est distingué dans G°. La représentation U définit par 
passage au quotient une représentation unitaire fortement 
continue U’ de G°/P. Il suffit de prouver que U’ est de type I. 
Pour cela, on va montrer qu’on peut appliquer à G°/P Phypo- 
thèse de récurrence. D’abord, dim G°/P < dimG’. Ensuite, 
soit p l’algèbre de Lie de P. C’est un idéal algébrique de g. 
Donc P est un sous-groupe algébrique distingué dans G. Donc 
la composante connexe de G/P, qui est G'/P, est isomorphe 
a la composante connexe d’un groupe algébrique (lemme 11). 
Ainsi, on peut effectivement appliquer a G’/P l’hypothèse de 
récurrence. 


b) Supposons qu’il n’existe aucun idéal abélien de g contenu 
dans n et de dimension => 1. Alors, n est ou nul, ou spécial 
(lemme 10). Si n = 0, g est réductive, et il suffit d'appliquer 
le lemme 9. Si n est spécial, soit ¢ son centre. Soient N et C les 
sous-groupes de G° correspondant à net €. Si la restriction de 
U à C est triviale, on considère, comme plus haut, la repré- 
sentation de G/C déduite de U par passage au quotient, et on 
applique l'hypothèse de récurrence. Supposons désormais cette 
restriction non triviale. Cette restriction est scalaire d’après 
l'hypothèse (H). Donc la restriction de U à N est factorielle 
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de type I (lemme 6). Il suffit alors d’appliquer les lemmes 2 
 : DS À 


CoroLLaAIRE. — Tout groupe algébrique réel est de type I. 


DEMONSTRATION. — Ceci résulte aussitôt du théorème 1 et 
du lemme 3. 
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NOTE SUR LA MÉTHODE D’INTEGRATION DE FOURIER 
DES EQUATIONS DE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE 


par Julien KRAVTCHENKO et Achyut APTE. 


CHAPITRE PREMIER 


INTRODUCTION 
ENONCE DU PROBLEME. RESULTATS ELEMENTAIRES 


§ 4. — La méthode de Fourier — qui repose sur le dévelop- 
pement des inconnues en série de fonctions propres — est 
d’un usage fréquent et commode pour le calcul numérique des 
solutions de nombreux problémes aux limites de la Physique 
mathématique et de la technique. Toutefois, beaucoup de 
traités — et même de mémoires originaux récents — qui en 
décrivent et utilisent le mécanisme formel en vue des applica- 
tions à l’art de l'ingénieur, sont muets sur sa justification. Bien 
mieux, nous pourrions citer plusieurs publications récentes où 
l'on verrait d’implicites regrets de ne pouvoir légitimer en 
toute rigueur les procédés de Fourier. Or, la solution de cette 
difficulté est, en fait, connue depuis longtemps, tout au moins 
pour les étapes essentielles des raisonnements et dans les cas 
assez réguliers. Il faut convenir, cependant, que les moyens 
mis en œuvre à cette fin sont, parfois, d’un niveau assez élevé 
pour rebuter les non-spécialistes. C’est pourquoi, il nous a paru 
opportun de publier quelques remarques plus élémentaires 
— et dont plusieurs ne sont pas originales — propres à répandre 
et à vulgariser la démonstration de la validité du calcul de 
Fourier. sere 

Ainsi, nous avons pu éviter de faire appel à la théorie des 
équations intégrales à noyau singulier — qui donnent cepen- 

21% 
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dant, la vraie clé de la solution de la difficulté signalée — et, a 
une exception près, à la théorie des séries doubles de Fourier, 
non absolument convergentes, dont le maniement est, parfois, 
délicat. 

Nous avons été amenés à nous occuper de cette théorie à 
propos du problème de l'agitation des eaux portuaires à pro- 
fondeur constante. La question se ramène au problème de 
Neumann, posé relativement à l’équation classique de la mem- 
brane. Dans le but de simplifier l'exposition, nous nous limi- 
terons à cette équation très particulière de la Physique mathé- 
matique : nous nous bornerons même au cas où le domaine de 
définition D de la solution affecte la forme, particulièrement 
simple, d’un rectangle. Mais un lecteur averti n’éprouvera 
aucune peine à adapter nos raisonnements à des cas plus géné- 
raux. Au surplus, l’un de. nous publiera prochainement une 
courte note, consacrée au problème des plaques rectangulaires, 
traité par la même méthode. 

L’exemple que nous allons étudier nous paraît intéressant 
à un double point de vue. 

D’une part, la tangente à la frontière du domaine D n’est 
pas continue. D’autre part, les conditions aux limites, données 
a priori, imposent à la solution des singularités à la frontière : 
on trouvera, peut-être là, une extension des résultats classiques, 
concernant la validité de la méthode de Fourier, à des cas sin- 
guliers, offrant un intérêt spécial aux yeux des techniciens. 

Enfin, nous pensons que notre exposé de l’ensemble de la 
théorie est assez simple pour être utilisé comme canevas d’un 
cours d'analyse appliquée. L’un de nous a eu l’occasion d’en- 
seigner à des élèves-ingénieurs la matière du présent mémoire. 
A l’exception du théorème de Liapounov-Korn et de quelques 
autres points de rigueur, l’exposé a été suivi — et même assi- 
milé sans peine — par plusieurs auditeurs. Au reste, c’est à la 
demande de quelques techniciens que nous nous sommes déci- 
dés a publier un mémoire d’un niveau aussi élémentaire. 

Nous avons eu le privilége de recevoir les conseils de 
M. M. Picone. Nous lui exprimons notre très vive gratitude 
pour les indications qu’il a bien voulu nous donner. 


$ 2. — Énonçons le problème aux limites dont nous allons 
nous occuper. Soient : Oxy un système d’axes rectangulaires; 
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D, le rectangle; 0<x<a, 0<y<b; C, la frontière de D; 
a, 6, deux constantes données, telles que : ee Ce a 
f(x) une fonction donnée, définie pour: « << # < $, mais qui, 
en vue des applications aux problémes concrets, ne sera pas 
supposée partout finie; nous préciserons ultérieurement les 
propriétés de régularité, imposées a f(x); k, une constante posi- 
tive donnée. 

Nous nous proposons de déterminer dans D une solution 
régulière F(a, y) (c’est-à-dire finie et continue avec les dérivées 
des deux premiers ordres) de l’équation de la membrane : 

(4) AF +k*F = 0, 


assujettie à vérifier les conditions aux limites : 


| fay y=0 Vere a ETS), 


dF b)y=b, 0<x<a; 
(2) dr dre a c) x=0, 0<y<b; 
IF | d) T— A, 0<y<b; 
re (x) pour y= 0j nuit, 


où n désigne la normale extérieure à C. Dans toute la suite, ce 
problème sera noté problème I. L’objet de ce travail est de 
former une solution du probléme I au moyen des développe- 
ments en série de fonctions propres pour une classe étendue de 


données f(x). 


§ 3. — Rappelons quelques faits tout a fait élémentaires. 
Pour simplifier, nous admettrons que le paramétre donné k 
n’est égal à aucun terme k,,, de la suite des valeurs propres 
de (1), relativement à la donnée frontiére dF/dn = 0. 
Rappelons que l’on a, m et n étant des entiers : 


2 


(3) Pr (a + fea 


A chaque terme kr de (3) correspond une fonction propre 
D n(2, y), solution de : 
wena dans D; 
(4) je = sur C, 
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donnée par le tableau: 


| ®, — eae Mo: ; ®,, = 2 cos MTL ; 
(5) Mab ab a 
Don = 2 cos MY ; De = cos cos MO 
| ab  b F5 Mob Arr b 
§ 4. — La suite (5) est orthonormée et complète dans D. 


Soit [U], la classe des fonctions définies, continues et bornées 
dans D + C, avec leurs dérivées des deux premiers ordres, 
telles, de plus, que du/dn — 0 sur C. (A noter qu’il est possible 
d’atténuer ces conditions pour les dérivées du second ordre). 
On peut alors développer chaque we [U] en série de Bessel- 
Fourier : 


(6) u(x, y) = 


co co 


> > Cm, n D, n (x y), 


m=0n=0 


b 


absolument et uniformément convergente sur D + C, et méme 
dérivable terme à terme en x et y une fois, au moins. De plus: 


(7) Cnn = { [ou Da, ds, 


ds étant l’élément d’aire de D. 


§ 5. — Il est bien connu que le développement (6) peut être 
valable pour des classes de fonctions plus vastes que [U]. En 
particulier, la dérivée normale de la fonction à développer peut 
n'être pas nulle sur C; mais la convergence de la série (6) est 
alors beaucoup plus faible que pour u e [U] et (6) ne sera plus 
dérivable terme a terme. Si donc on calcule la solution du pro- 
bléme I au moyen des formules (6) et (7), il est indispensable de 
justifier, par une voie indirecte, que l’on a bien une représen- 
tation de cette solution : c’est là une difficulté bien connue de 
la théorie. 

Il existe bien des énoncés, aujourd’hui classiques, qui 
garantissent l'existence des développements (6) pour de larges 
classes de fonctions F(z, y), définies dans D. Sans entrer dans 
les détails, nous allons rappeler l’usage qu’on peut faire des 
résultats de cette nature pour justifier, en toute rigueur, le 
calcul de la solution du problème I par la méthode de Fourier. 


A Nees 


NOTE SUR LA MÉTHODE D INTEGRATION DE FOURIER 30 


Supposons que pour une classe déterminée [f] de fonctions 
f(x), on ait réussi à démontrer l'existence et l’unicité de la 
solution F du problème. Admettons que l’on ait pu étudier, 
a priori, les propriétés de F et, en particulier, de justifier, pour 
cette fonction, l’ensemble des propriétés de régularité qui 
garantissent la validité de la représentation (6) de l’inconnue- 
série dont il y aura lieu de préciser le mode de convergence. 
Ceci fait, il suffira, par un procédé approprié, de calculer la 
suite des coefficients c,,, de F pour avoir une représentation 
de l’inconnue. Mais, de ce qui précède, résulte aussi un autre 
point capital; en gros, sauf pour uw e [U], le développement (6) 
ne satisfera pas formellement aux conditions frontières (2), 
dès que f(x) Æ 0. La représentation utilisée de F sera donc 
LE , er) erent 
impropre, en général, au calcul pratique des dérivées — et —, 


0x oy 
tout au moins, dans le voisinage de la frontiere C. Or, ces 


dérivées ont une signification physique des plus importantes. 
Dans le cas du problème des seiches dans les ouvrages por- 
tuaires, à section rectangulaire et à profondeur constante, 
elles donnent le champ des vitesses dans la masse des eaux, 
enfermées dans le bassin et animées des oscillations sinu- 
soidales irrotationnelles. Il y a donc un intérêt majeur à dis- 
poser, dans certains cas, des formules susceptibles de donner 


+ et aN Mais il ne faut pas perdre de vue que la connaissance 
4 y 


d’une représentation du type (6) de F(x, y) — même non déri- 
vable terme à terme — offre déjà un grand intérêt, au point de 
vue pratique. Car F est proportionnelle à la dénivellation de la 
surface libre du liquide; c’est là une donnée essentielle pour 
l'étude de la sécurité des ouvrages portuaires et qui, dans 
beaucoup de cas, est la seule dont la détermination soit utile 
au technicien. 


$ 6. — Aussi, au point de vue pratique, il faut distinguer 
deux problèmes. 

Problème I a: Former une série convergente du type (6), de 
somme égale à F(x, y), solution du problème L | 

Problème I b: Donner une représentation de F du type (6), 
dérivable terme à terme, au moins une fois, en x et y. . 

Il va de soi qu’au point de vue pratique, la solution du 
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second probléme sera, en général, beaucoup plus laborieuse 
que celle du premier. 


§ 7. — En général, les innombrables calculateurs n’ont guère 
recours à la théorie dont nous venons de rappeler les conclu- 
sions essentielles. Ils se bornent au calcul des coefficients (7), 
en utilisant, parfois, à cette fin, le procédé de la substitution 
directe de (6) dans (1). Le résultat donne bien une série du 
type (6), absolument et uniformément convergente sur D + C, 
mais dont les séries dérivées une fois — et a fortiori deux fois — 
en x et en y sont divergentes. Dans ces conditions, on ne peut 
vérifier, par substitution dans (1) de la série (6), que celle-ci 
est une solution de l’équation (1) et que (6) satisfait la condi- 
tion frontière (2). 

Nous nous proposons d'indiquer ci-après une méthode très 
élémentaire qui permet de vérifier a posteriori et en toute 
rigueur, que la série ainsi obtenue donne bien une représenta- 
tion de la solution du problème I a, quoique cette représenta- 
tion soit, en général, impropre au calcul des dérivées. Voici 
les étapes essentielles de nos raisonnements. Après avoir 
défini une classe [f], assez régulière, de données f(x), nous 
indiquons quelques propriétés a priori de la solution F corres- 
pondante. On en déduit aisément un mode de calcul des 
coefficients de Fourier à l’abri de tout reproche et qui, d’ailleurs, 
n’est, peut-être, pas nouveau. Nous vérifions, en utilisant 
quelques propriétés classiques de la fonction de Green et 
des potentiels de masses, qu’on a bien ainsi une représentation 
de la solution du problème I a. 

Nous reprenons la question à propos du problème I b. En 
suivant une voie classique, nous transformons d’abord le 
problème I en un problème aux limites homogènes, mais 
portant sur l’équation (1) avec second nombre. Les méthodes 
précédemment décrites permettent alors de conclure. 

Nous avons mis à profit un grand nombre de résultats clas- 
siques. Le grand traité de W. Smirnov (Cf. [1]) nous a été 
particulièrement utile ('). Signalons ainsi les références [2] 
et [3]. Nous nous bornerons à mentionner les énoncés clas- 
siques ainsi que ceux d’Apté, en cours de publication; nous 


| (1) af chiffres entre crochets renvoient à la bibliographie, placée à la fin de 
article. 
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donnons des démonstrations plus explicites pour les résultats 
qui paraissent plus ou moins nouveaux. Dans le but d’être bref, 
nous omettons quelques calculs faciles mais longs. 

Le chapitre 1 est consacré au rappel des quelques résultats 
indispensables. Les chapitres m1 et rv donnent respectivement 
les solutions des problèmes I a et I b. 
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CHAPITRE II 


LEMMES PRÉLIMINAIRES. SOLUTIONS FORMELLES 


§ 8. — La fonction donnée f (x) (cf. (2)), sera, dans tout ce 
qui suit, supposée être de la forme : 


pie ¢ (2) 


: 1 
où y est un nombre constant, donné, tel que O<v< = et 


2 
où g(x) est une fonction bornée, analytique et régulière pour 
a<2a2<6/(’). Nous dirons, pour abréger, que f (x) est de la 
classe [f]. 

Il serait aisé de remplacer les conditions de régularité 
ci-dessus par d’autres, moins restrictives. D’une part, on pour- 
rait tolérer un nombre fini d’infinis, d’ordre y, à l’intérieur de 
Pintervalle (a, 6). D’autre part, l’ordre de l'infini pourrait 
n’étre pas le même en « et en 6. Enfin, au lieu de supposer 9(z) 
analytique pour à < x < $, il suffirait d'admettre que 9(z) 
possède des dérivées bornées jusqu’au 3€ ordre inclusivement. 
Mais nous nous en tiendrons, dans un but de simplicité, aux 
hypothèses ci-dessus qui paraissent largement suffisantes pour 
les besoins de la pratique courante; notons, toutefois, que 
toutes les conclusions de ce travail s’appliquent au cas où f (x) 
se présente sous forme d’une somme d’éléments e [f]. 


(?) En fait, on peut tolérer en a et $ une singularité plus forte: y < 1; |f(z)| est 
alors intégrable sur («, $) et cela suffit pour justifier la plupart des résultats qui 


suivent. Toutefois, si y € + f(z) est de carré intégrable. Dans ce cas, les démonstra- 


tions de convergence de certains développements trigonométriques deviennent 


élémentaires (cf. $ 14). Pour cette raison, nous conservons l'hypothèse restrictive 
du texte. 


maneneesmr. 
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Le cas particulier où v = 0, ç(x) = A = cte, est important 
pour les applications; on a alors: f(x) = A. 


Il sera commode d’introduire la fonction f(x), définie pour 
0 < x < a au moyen de: 


(8) f(z) =f). pour O<z< g Ba t< io 
f(x) = f(x), Ed lta 

Posons maintenant : 

(9) (= ffa)dr, a<z<f. 


On voit que f(x) est bornée, continue au sens de Hélder avec 
l’exposant (1 — y») > 1/2 pour «<a< 6, analytique et régu- 
lière pour «e<2< 6. 

Nous commencerons par étudier a priori la solution F du 
problème I, correspondant a f e [f] — et dont nous postulons 
l'existence. En particulier, nous préciserons Vallure de F 
pour y= 0,2=aetx= 6. A cet effet, nous allons introduire 
quelques fonctions harmoniques auxiliaires. 


§ 9. — Soit D, un domaine borné, simplement connexe, 
limité par une portion de y = 0 contenant à son intérieur le 
segment y= 0, 0<x< a. D, est tel que DeD,. Le cas 
échéant, on peut prendre D = D,. Soit C,, la frontière de D,; 
on choisira la portion de C,, étrangère à l’axe Oy, de manière 
que toutes les propriétés de régularité énumérées ci-dessous 
soient valables. On pourra alors définir dans D, — et cela 
d’une infinité de façons — une fonction harmonique ®(x, y) 
régulière dans D, + C,, sauf sur l’axe y —0, ou, on devra 
avoir : 


SAR fe) pe pour canal 2b) +} 
dy 
(10) 4) 46 a 


ae Se #5) pour 2<a, x >. 


Observons que pour le moment nous n’avons besoin que de 
déterminer les propriétés locales de P(z, y) en les points «=a, 
y=0 et x= 8, y = 0. On pourra, ultérieurement, expliciter 
cette fonction qu’on choisira de manière à rendre aussi simples 


que possibles les calculs numériques. 
22 
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On construira D(x, y) à partir de la fonction Y(x, y), harmo- 
nique dans D,, vérifiant le long de y—0 (Cf. (8') et (9)) les 
données frontières de Dirichlet : 


W(e, 0)=fi(a)=0, pour z<a; 
(11) À Ya, 0) =f,(2), pour a<a<§; 
[Ya 0) =f.(6), pour æ>f. 


Sur la portion restante de C,, on se donnera les valeurs de Ÿ de 
manière à ce que cette fonction y soit, par exemple, analytique 
et régulière. D’après cela, (x, 0) est hôldérienne, d’exposent 
4— y sur l'axe Oz, analytique et régulière pour r< 4, a <x LB: 
% > 6. On sait alors que V(x, y) est prolongeable analytique- 
ment à travers chacune de ces portions de Oz; la fonction: 
— Ÿ(x, y), conjuguée de Ÿ dans D, possède les mêmes pro- 
priétés et, en particulier, est héldérienne, d’exposent 1 — y 
sur y = 0 (Cf. [5]). Il s’en suit, d’abord, que pour y=0,x<a, 
ar P24 >, les relations de Cauchy sont valables. 

On a donc: 

Tu pour y=0, r<a, a<z<B, r>6. 
D’après (9) et (11), ® vérifie bien les conditions aux limites (10). 
Cherchons la nature de la singularité de ® au point; x = 8, 
y = 0; il suffit pour cela de déterminer la singularité de sa 
conjuguée Ÿ. Or, d’après (8) et (9), on a le développement : 


fila) = fle) + Sab ays 


convergent pour }—a > 0, assez petit, ou les a, sont des 
constantes. Supposons, d’abord, que a, #0, v4 0 et intro- 
duisons la fonction harmonique auxiliaire W,, définie, pour y >0, 
dans le voisinage assez petit de æ = 6, y — 0 au moyen du 
développement, convergent pour p petit: 


Files Of) Dar SEE ay 


ou on a posé: 


p=V(æ—$) +y'; <= aretg TK, y >. 
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On voit que dans le voisinage de la singularité, W, vérifie les 
conditions frontières : 


Pie, x) =f, (2), z=$—p>0 


identiques, d’après (11), à celles que vérifie W{x, y). Il s’en suit 
que Ÿ — W', est une fonction harmonique, continue en z= 6, 
y = 0, nulle le long de y = 0, donc régulière dans un voisinage 
assez petit de ce point. Nous avons, par suite, le développe- 
ment limité : 


¥ (ey) = + ne “sin ll — NOT + A sin 0 
+ p* YU (p, 0) + p*V(p, 0), 


valable pour p assez petit et où : A est une constante; U et V 
sont des fonctions régulières dans le voisinage envisagé de la 
singularité. On en déduit aussitôt que dans celui-ci on a: 


(12) — de, y) = O(6, 0) + ae cos [4 — 0] 
+ A,p cos 4 + PU, (ep, 0) + p°Vi(p, 9), 


où U, et V, sont encore des fonctions régulières. Bien entendu, 
l'allure de ® dans le voisinage de x = «, y = 0, est du même 
type. La discussion précédente est à retoucher si v = 0. On se 
reportera à [4] pour l'étude de ce cas, relativement élémentaire, 
sur lequel nous reviendrons ultérieurement. 


§ 10. — Les résultats du précédent paragraphe nous per- 
mettent déjà de transformer le problème I. Posons, en effet 


(C£. [4]): 
(13) F=u+®—0®, 

et : j 
(14) de ») = pte) 5 + 9)(#—9,) 


340 JULIEN KRAVTCHENKO ET ACHYUT APTÉ 


avec: ; 
ae 0<a<a; 
(45) oY ly=o é 
d® d 
feat, 35 re iY) ET ee y SD. 


D’après la manière même dont on a défini la fonction harmo- 
nique ®, les fonctions p(x), q(y) et r(y) sont analytiques et 
réguliéres sur leurs intervalles de définition. En écrivant que 
or = ad en les sommets de D — où ® est holomorphe — on 
dx dY dYydr 

voit que (cf. (10)): 

(45) g(0)=r(0) =0;  g(b)—=p'(0); r'(b) = p'(a). 

Un calcul facile montre alors que u(x, y), définie par (13), est 


une solution, régulière dans D, de l'équation non homogène de 
la membrane : 


(16) Au + ku = A®, + k’(®,— ©) = R(a, y), 


où R(x, y) est une fonction connue, définie, continue sur D + C 
analytique et régulière sur D + C, sauf pour y=0,x— a 
et x = 8, où ses singularités sont données par (12). 


De plus, il résulte de (10), (13), (14) (15) et (15’) que: 


(17) —_ = sur C. 


Ainsi, le problème I se trouve ramené à la solution d’un pro- 
blème aux conditions limites homogènes, portant sur une 
équation avec second membre. 


$ 11. — Nous sommes maintenant en mesure de préciser la 
nature des singularités de F. Nous renvoyons à [3] pour la 
démonstration des faits suivants. La solution F(z, y) du pro- 
blème I est analytique et régulière dans D + C si f e[f], 
sauf pour z= a, x= f, y= 0. Les singularités de F en ces 
points sont du méme type que les singularités de la fonction 
harmonique Ÿ, introduite au § 9; la démonstration de ce der- 
nier point repose sur l’emploi d’une formule de Vekoua (Cf. [6]). 
Il en résulte qu’on peut appliquer à F et à u (Cf. (13)) les trans- 
formations de Green-Ostrogradsky, dont nous aurons à faire un 
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constant usage; on trouvera dans [7] une démonstration très 
simple de cette propriété, d’ailleurs élémentaire, dans le cas 
où y = Q; l’extension au cas v 0 est aisée. 

Supposons alors que l’on ait démontré l’existence d’une 
solution régulière du problème Ia; à noter que la démonstra- 
tion de l’unicité est immédiate et le lecteur pourra, au surplus, 
la trouver dans [4]. De (1) et de (4) on tire, en appliquant 
l’identité de Green, la relation: 


(OH) bast f (On ro mien 
c dn dn J 


où d,,, est le coefficient de Fourier de F, défini par (7) et 
où ds >0 est l’élément de longueur de C, orienté, par 
exemple, dans le sens positif. D’après (2) et (4), cela donne: 


dun = [[ FOnnds = et; 
(18) D Kn —k 


eo oo 


F (a, y) => D by dd ait; y); 


où l’on a posé: 
(19) mn ff) Dm, n(2, 0) de. 


D’aprés cela, les coefficients de Fourier de F sont connus. Il 
s’en suit que la série (18) donne bien une solution du probléme 
I a chaque fois que la série est convergente. | 

La solution formelle du problème Ib est analogue. En 
combinant les équations (4) et (16), comme on l’a fait ci-dessus, 
on trouve, pour coefficient Cm, n de Fourier de u; 


Om n 
(20) Cn, aa al k° Se ie, = 
avec: 
(24) a Sh R®,, , ds. 


A noter que l’on retrouverait la formule (20) en substituant 
directement dans (16) les développements formels de Fourier 
de u et de R. Ce procédé est couramment employé dans la 
technique; mais il suppose, sous cette forme, que la série 


342 JULIEN KRAVTCHENKO ET ACHYUT APTÉ 


D D On n Dm n converge (*) et que la série (18) est dérivable deux 


fois terme à terme. Par contre, le raisonnement ci-dessus 
justifie (20) sous la seule réserve de l’existence d’une solution 
de (16) assez régulière. Et on sait, a priori, que la série corres- 
pondante (6) est absolument et uniformément convergente 


dans D + C. 


$ 42. — Nous allons maintenant étudier la convergence des 
séries formelles, obtenues au précédent paragraphe. D’après 
(5), (8’) et (19), y», ne diffère que par un facteur constant de 7, : 


(49) m= ff ) cos TE dr = f{ f@) cos dr. 


D’aprés un résultat classique de la théorie des séries de 
Fourier (Cf. [9]), y, est de l’ordre de 1/m'~’, pour tout élé- 
ment de [f]; cette proposition est même valable sous la seule 
réserve que $(x) soit à variation bornée sur (a, 6). Mais, pour 
rester fidèle à l’esprit de cet exposé, nous allons donner, de ce 
fait, une démonstration entiérement élémentaire, fondée sur 
cette conséquence évidente des hypothéses de régularité, 
faites relativement à ¢(x) (Cf. § 8): il existe, pour tout fe [f], 
une longueur fixe a,, ne dépendant que de f, telle que f(x) 
garde un signe constant et sre strictement monotone 
sur chacun des segments (a, « + a,), (8 —a,, 8); on peut tou- 


jours supposer que a, << arr - Si m est assez grand pour que: 


a 
Es d;, On aura: 


| as a+a, B—a, Fee 8 og 
Ym =f, Hit lies de: 4 x Ii 
Comme |f(x)| et |f’(x)| sont bornées par une constante sur 


(a + a, B —a,), il vient d’abord: 
as 
IL]< 


(°) Il est à noter que cette série converge effectivement sur D; mais la démons- 
tration de ce fait dépasse les moyens d'analyse dont nous nous autorisons à faire 
usage (cf. [9], p. 711). Bien entendu, cette convergence n’est pas absolue en général. 
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On peut maintenant, sans restreindre la généralité, supposer 

que f(x) est positive et décroissante sur a+ mes xz<a+a,. 
Le second théorème de la moyenne donne alors (cf. [11]) : 


a a\/. mra\§ a 
L=Sf(e+3)(sin™) =! a+ <b <4, 


m 


Compte tenu de (8), on en déduit : 


Cte 
ILi< Hey 


nm 


Si on le désire, on peut s’affranchir de l'emploi du théorème de 
la moyenne, en démontrant directement, par exemple, un 


résultat équivalent. Il suffirait pour cela de partager | « + = 


a + a,) en n segments partiels, de longueur a/m — sauf, en 
général, pour le premier et le dernier — tels que sur chacun 


MTL à ; : ; 
d’eux, cos —— garde un signe constant et ait des signes opposés 


n sur deux segments consécutifs. Si «, est l’abscisse d’origine du 
p*™* segment, on aura: 


er 
avec : 
a+ 
J, = f(z) cos dx ee IO, net 
&p 


les expressions de J, et J, étant, en général, différentes et faciles 
à former. Il est clair alors que J,J,,, <0, p= 1, 2, ...,n—1. 
Comme f (x) est décroissante, on aura : 


fa) > i + 22) 


m 
et: 


BEA = fen —f(%+ =a) 


d’où la majoration ci-dessus de I,. Il est clair que I, se majore 
d’une manière analogue. | 
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On a enfin: 


L= | cos RE (2) | ” 


4—vy a 


shes oot fe â (2 — a) "o,(x) sin oe de 
ele (x— a) "pi(x) cos da, 


où on a posé 
_ _9() 
1 ( eg "a 
aoa ase 


x aes a 
D’après cela, ¢,(x) est une fonction régulière pour «27 ce +a, 


en sorte que le dernier terme du second membre est majoré, 
en valeur absolue, par c'€/m*—’; le premier terme se majore par 
cte/m'—’. Enfin, on a: 


f. “@—2)'~9,(2) sin ™ de] < Ff “leads 
<= Max |p, (2). 


De l’ensemble des résultats qui précèdent, on déduit que: 
te 
c 
i}< Lye 
m 


où la cte ne dépend encore que de f(z). Le terme I, vérifie, 
évidemment, une inégalité analogue. Ainsi, on a, en définitive : 


(22) Prac +, 
ou A est une constante, ne dépendant que de f(x). D’après (3), 
(18) et (19), on voit que pour n > Et et nm Æ 0: 
nV a? eee 
Aa’ 


(22’) (dm, nl < Fm ni) 


si a > b; si a < b, il y aurait lieu de remplacer au numéra- 
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teur a par b et supposer m assez grand. L’extension au cas où m 
(ou n) serait nul est immédiate. La règle intégrale de Cauchy 
montre alors que la série de Bessel-Fourier (18) de F est abso- 
lument convergente; mais ses dérivées formelles en x et y ne le 
sont déjà plus. 


§ 13. — Passons à l’étude de la série (6) donnant u, dont les 
coefficients sont donnés par (20) et (21). On observera à cet 
effet que la fonction R(z, y), définie par (16), est régulière dans 
D + C, sauf pour y = 0, x = « et x = 6. En ces points singu- 
hers, l’allure de R est donnée par (12); on voit donc que 


dR| joR oR +. 
ee | et cd sont intégrables sur D+ C. Il s’en suit 
que (Cf. (21)): 

(23) CARE B met no 1s 


où la constante B ne dépend que de R, c’est-à-dire de f ; de 
(20) il résulte alors que sia > b,on a: 
2 
(24) ema So 


rmn(m + n°) 


La série (6) correspondante est donc absolument et uniformé- 
ment convergente sur D + C et dérivable terme à terme, au 
moins, une fois, en x et en y. 


§ 14. — Rappelons quelques propriétés classiques des séries 
simples de Fourier, d’un fréquent usage dans les applications. 

Reprenons la fonction f(x), définie par (8). Elle a une 
dérivée finie partout sur (0, a), sauf pour x = a et x = 6; elle 
est absolument intégrable et, même, de carré intégrable sur 
son intervalle de définition; enfin: f(0) = f(a). Il en résulte 
que la série de Fourier en cosinus de f(x) converge vers f (x) 
pour tout x e (0, a), sauf pour r=« et = 8. Compte tenu 
de (19) et (19’) on a donc 


(25) fle) = + 3 a cos 0a a, 


. . . zc a . ‘ ; 
sauf pour z=«4, x= 6. La primitive /, f(x) dx s’obtient en 
intégrant terme a terme le second membre de (25). Enfin, on 
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démontre élémentairement que si une fonction, définie sur (0, a), 
a les mêmes coefficients de Fourier que f(x), elle coïncide avec 
f(x) en chaque point de continuité de f(x). 


$ 45. — Nous allons maintenant construire un module de 
continuité sur D + C pour la somme de la série de Bessel- 
Fourier, définie au moyen des formules (18) et (19). Partons 
des inégalités évidentes (0<x<a, 0<x <a, 0<y <b, 
0<y< b): 


mre nny mia nny’ 
cos —— cos —;* — cos cos —* 
a b a b 
/ 
Mra nt n 
ICO esta cane os “TY — cos MY. 
a b b 

et : 

mt mr z—a' 

COS, —-— —— cos AMI |. 
a a 


Fixons x, x’,yet y’, x Æ£ x', y -£ y’. Soient : À, un nombre réel, 
tel que 0< A <v; m, et n,, les plus grands nombres entiers 
vérifiant les inégalités : 


( m, Bais 
Banke 
On a alors: 
ive tn UC ns 1 non 
Posons : 
sk +F; 
(27) P= Sd 


F, = D) ÿ SR 


my+ing+i 
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D’après (22’) (26) (27), ainsi que les inégalités du début de ce 


paragraphe, on peut écrire : 


28) [Fe y)—F@sy)<(3 3 len 4) 


la somme double du second membre étant majorée par une Cte, 
ne dépendant que de f. D’un autre côté, M étant une Cte, ne 
dépendant que de f, on démontre (au moyen de la règle de 


Cauchy, par exemple) que (Cf. (22’)) : 


co 2 M M 
F,(x, << dun + >: 
Be WS D2 TE me À ne 
Or, d’après la définition même des nombres m, et n,, on a: 
1 ooh 1 y—y) 
menait a [3 os a 


En comparant les deux derniéres inégalités, il vient : 
—— 7/ AG —Y) NE) 
(29) |F,(z, y) —F(#, y <2M] = de Et | 


L’ensemble des inégalités (26), (28) et (29) entraine, compte 
tenu des équations de définition (18) et (27) : 
il 


x—x AG—y) 
Ee 
a 

la Cte ne dépendant que de f(x). On adaptera aisément les 
raisonnements au cas particulier: æ = x où y =. 

On démontre immédiatement l'inégalité : 
À. 
2 

2 


(30) |F(x, y) —F(x, yi< ce] yy 


a+ y L2(x + y’) 
où æ et y sont des nombres positifs quelconques. Appelons 
alors P et Q, les points de coordonnées respectives x, y, et x y’. 

L’inégalité (30) peut s’écrire : 

(31) [F(P)—F(Q)|< Cie PQ", 
où la Cte ne dépend encore que de f(x). Ainsi, la fonction F 
vérifie une condition de Holder, d’exposant A(1 — y) pour tout 
couple de points P et Qe D + C. | 
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:$ 46. — Rappelons maintenant les résultats classiques de 
Liapounov-Korn. Soit la fonction F(z, y), somme de la série 
de Bessel-Fourier, définie au moyen des formules (18) et (19); 
envisageons-la comme une densité de masse, au point P(x, y) 
de D + C. Soit W, le potentiel logarithmique, créé par 
ces masses dans le plan: 


(32) We, y) = W(P)= ff FQ og po dre 


dsg étant l’élément d’aire au point courant Q. Alors, on a les 
énoncés suivants, valables chaque fois que F(z, y) possède les 
propriétés de régularité que nous lui avons imposées. 

1° Le potentiel W, défini par (32) possède des dérivées pre- 
mières dans tout le plan, continues au sens de Hülder, données 
par la formule de la dérivation sous le signe somme : 


(33) CE {{ FQ sl ro] ae 
C7 AE ey) [re aa dog. 


A noter que la validité de cet énoncé est assurée moyennant 
des hypothéses moins restrictives; il suffit que |F| soit borné et 
intégrable dans D + C. 

2° Le potentiel W posséde dans D des dérivées secondes et 
vérifie l’équation de Poisson : 


(34) AW = —2rF(P). 


A l'intention d’un lecteur peu familiarisé avec la théorie, 
rappelons que la propriété précédente découle essentiellement 
de l’hypothèse de la continuité héldérienne de la densité F; 
cela suffit pour les applications courantes, mais on peut remar- 
quer que l’hypothése en cause peut être remplacée par des 
conditions moins restrictives (Cf. [8]). 


§ 17. — Pour en finir avec ces préliminaires, disons quelques 
mots au sujet de la fonction de Green du rectangle, relative au 
problème harmonique de Neumann. En adoptant les nota- 
tions du § 15, rappelons qu’on peut définir dans le rectangle 
D 450 une fonction G(P, Q), P, Qe D + C, possédant les 
propriétés suivantes : | 


a) G(P, Q) = G(Q, P). b) envisagée comme fonction de Q, 


Damas cmt - 


NOTE SUR LA MÉTHODE D'INTÉGRATION DE FOURIER 349 


G (P, Q) est harmonique et régulière dans D + C, sauf au 
point P dans le voisinage duquel elle est de la forme : 


G(P, Q) =log pg + 8(P, Q) 


où g(P, Q) est harmonique et régulière dans ce voisinage. 

c) G(P, Q) vérifie la condition frontière : 

(35) Fa la 

dn a+b 

Dans le cas du rectangle, la fonction G a été, rappelons-le, 
construite effectivement. Il aurait été, peut-être, plus simple, 
au point de vue analytique, d’utiliser la fonction de Klein 
relative à l’équation de Laplace. Mais cela offrirait l’inconvé- 
nient d’avoir recours à des notions moins courantes (’). 

Des propriétés précédentes de G(P, Q), il résulte que l’expres- 
sion : 


@6)  W(P)=3- ff GP, QFQ dee 


se comporte comme le potentiel W(P), défini par (32); les 
théorèmes de Korn-Liapounov s’appliquent à (36). On pourra 


W ù : Sas 
et ae sur D + Cpar simple dérivation sous 


en P sur C. 


donc former ? 
le signe somme (cf. (33)); les dérivées secondes de W, existent, 
sont continues dans D et y vérifient l’équation analogue à (34) : 
(37) AW, (P) =—F(P). 
Soit maintenant V(P), une fonction harmonique et réguliére 
sur D + C. On sait qu’alors: 


et, à une constante près : 


V(P)= + fe G(P, Q) (de 


L'extension des résultats précédents à des cas plus généraux, 
où V(P) admet seulement une dérivée normale régulièrement 
continue (Cf.(1), p. 607) est bien connue. Au prix d’une discus- 
sion classique, mais fastidieuse, nous avons pu étendre ce 


(4) Il y a dans cette théorie quelques points assez délicats, élucidés par 
M. J. Hadamard (Cf. [10]). “i 
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résultat à un cas moins banal — à notre connaissance, du 
moins — ou la donnée frontière présente des singularités du 


type (8). % iit. Ga em 
Introduisons l’expression définie à une constante près : 


(38) W,(P) = 2 [ GP; +, 0) f(a’) da’. 


On a alors les propriétés suivantes: W,(P) est une fonction 
harmonique et régulière sur D + C, sauf pour y=0,2 =a 
et æ = $, continue sur D + C au sens de Holder, d’exposant 
1—v—e (e > 0, arbitrairement petit) qui vérifie les condi- 
tions frontières (2) pour tout fe[f] assujetti à la condition 
supplémentaire (Cf. (9)) : 
Ê 
(39) Te ds = FAB) = | f(a) de =0. 
c an a 
Ainsi, les propriétés ci-dessus de W, (P) ne sont valables 
que pour une classe particulière de f € [f] (cf. (39)). Observons 
que moyennant (39), la solution éventuelle F du probléme I 
vérifie les conditions supplémentaires suivantes : 


( 
(39) Yo, = dy, 9: — 0 


La première résulte de l’identité de Green, de (1) et de (39) : 


JL AF(P) dr = D der = — I fs fe F(P) dap. 


Les deux autres sont des conséquences immédiates de 
(5), (18) (19) et (39). Inversement, si F vérifie l’une des condi- 
tions (39), elle satisfait aussi (39). 

Il faut convenir que les matières traitées au cours des para- 
graphes 16 et 17 sont beaucoup moins élémentaires que le reste 
de ce mémoire. La démonstration des théorèmes de Korn- 
Liapounov est longue et délicate; il en est de même de l’étude 
du second membre de (38) dans le voisinage du segment 
y=0, a <x<$B. Mais il ne semble pas que l’on puisse se 
passer des résultats précités si on veut utiliser les propriétés 
des potentiels. 


CHAPITRE III 


SOLUTION DU PROBLÈME I a. 


$ 48. — Nous allons maintenant démontrer que la série de 
Fourier, définie par (18) et (19), donne effectivement la solu- 
tion du problème I a. Voici les étapes du raisonnement. En 
nous inspirant d’une méthode introduite par E. Picard (et 
présentée avec beaucoup de clarté et de détails par Smirnov 
Cf. [1]) — il y a une cinquantaine d'années — nous commen- 
cerons par remplacer l’équation (1) et la condition frontière (2) 
par une équation intégrale unique. Nous vérifierons, en second 
lieu, que la représentation (18) de la fonction F(z, y) est une 
solution de cette équation intégrale. Nous montrerons ensuite 
que cette solution F peut être mise sous une forme différente; 
cette deuxième représentation de F est bien une solution de (1) 
en chaque point PeD, vérifiant les conditions frontières (2). 
Le théorème que nous avions en vue sera ainsi démontré. 


§ 19. — Rappelons d’abord une formule connue, dont la 
démonstration est élémentaire. Soient: P(x, y), un point de 
D; Q(z’, y’), un point parcourant D + C; U(P) = Ula, y), une 
fonction définie sur D + C, assez régulière pour qu’on puisse 
lui appliquer la transformation de Green-Ostrogradsky (à noter 
que d’après les résultats du § 41, c’est le cas de la représenta- 
tion présumée (18) et (19) de la solution du problème Ia); 
D(P), un cercle centré sur Pe D; C(P), la frontière de D(P). 
Utilisons alors le fait que, d’après sa définition même (Cf. §47), 
G(P, Q) = G(x, y; a’, y') est régulière dans D — D(P). Comme 
AGo = 0, on a, en tenant compte de (35) et en appliquant la 
formule de Green : 


[fg Pe VIV(Q doo= J GLP, (Sn) 
$F; [UiQdo+ f [GP © (J) (Ge) UO [ae 
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où on a noté par ds, l’élément d’arc de C et de C(P) au point 
courant Q. En faisant tendre vers zéro le rayon de D(P), on 
trouve, au moyen des raisonnements classiques : 


(40) le gas Pir male. Q)AU (Q) ds 
rn in + for a 


Faisons, en particulier, dans (40): U=9,,,; d’après (4), on 
retrouve la relation classique, pour ®, , Æ : 


(44) Oy, ,(P) = 22 ([ G(P, Q) On, 0(Q) ds. 
27 a 


Si Pr = Poso, (40) se réduit à une identité banale. 


$ 20. — Ceci posé, faisons dans (40): U=F, F étant la 
solution régulière du problème Ia, dont nous admettons 
l'existence. Supposons d’abord, que la donnée frontière f 
vérifie la condition (39); comme nous le verrons plus loin, 
le cas général se ramène aisément à ce cas particulier; il 


vient, en tenant compte de (1), (2), (36) (37) (39) et (39) : 
(42) F(P)=F(a y) == [f G(P, QF(Q dre 
fe = fee, a’, 0) f(a’) de’ = KW, (P) + W,(P). 


Ainsi, dans le cas particulier envisagé, toute solution régu- 
lière du problème la est aussi solution de l’équation intégrale 
(42). Nous allons maintenant montrer que la représentation 
présumée de F(z, y), donnée par (18) et (19), vérifie encore (42). 
Pour cela, il suffit de constater que les coefficients de Fourier 
du second membre de (42) — ou, au préalable, on aura remplacé 
F(z, y) par la série (18) — sont donnés par (18) et (19). Mais 
la série (18) est, comme on l’a vu, absolument et uniformé- 
ment convergente sur D + C, donc intégrable terme à terme 
sur ce domaine. 


Compte tenu de (18), de (36) de (39:) et de (41), on a donc: 


= 3 y mr gp, ny 


m 
m=0r=0 kin, n 
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la série du second membre étant, bien entendu, absolument et 
uniformément convergente; ici, d, , = 0. 

Calculons maintenant le coefficient de Fourier de W,(P). 
En utilisant la symétrie en P et Q de G(P, Q) et les relations 
(19) et (41), nous avons, pour ®,,,~ ®,,, 


SI, W,(P) Op, (P) dor= | fla’) de’ [{. ge alP) dsr 


a NES 27 
et Oy Roe | erie 
Tas ils fa) Yn, av’, 0) dat = FE. 


L’ensemble des relations précédentes prouve que le coeffi- 
cient de Fourier, relatif à ®,, du second membre de (42) est 


(Cf. (48)) : 


7 oe i + Ym, n = 2 
Lis = dy,ne 


Il est donc égal au coefficient correspondant de (18), ce qui 
démontre notre assertion. En passant, notons que les formules 
(18) et (19) sont, d’après le calcul précédent, une conséquence 
directe de (42). Mais notre but est moins d’indiquer la voie la 
plus rapide pour résoudre le problème I a que de justifier les 
méthodes formelles des calculateurs. 


$ 21. — De ce qui précède, résulte cette conséquence capi- 
tale; le second membre de (42) donne donc une nouvelle repré- 
sentation de la fonction F(z, y), définie par (18) et (19) et satis- 
faisant à (39), valable dans D, donc dans D + C, puisque les 
deux représentations en cause sont continues sur D + C. Nous 
allons nous en servir pour démontrer la réciproque du théorème 
précédent, à savoir que la solution de (42) que nous avons 
formée, vérifie l'équation (1) en chaque point Pe D. En effet, 
la fonction W,, définie par (36), possède, comme on l’a rap- 
pelé au $ 17, les propriétés d’un potentiel de masses, répan- 


dues sur D + C, de densité F(x, y), héldérienne; on a donc 


(Cf. (36) et (37])) en tout Pe D: 
AW, = —F=— (k’W, + W,). 


Nous savons, d’autre part, que W,(P) est une fonction harmo- 
23 
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nique en tout point autre que y = 0,x = «,x—$. Il suit de là 
que : 


Get P= AW +R) HEW+W, = 0 


Cela entraîne que pour tout PeD, la représentation (42) 
de la somme F(a, y) de la série (18) est bien une solution de 
l'équation de la membrane (1). 


$ 22. — Il reste, à présent, de justifier le dernier point, à 
savoir que le second membre de (42) vérifie les conditions aux 
limites (2). Or, d’après les théorèmes de Korn-Liapounov, nous 


avons, pour tout P e D + C oe [33]) : 


an was {fe F(a’, y’) da’ dy’; 


OW, 
5 a2 (fre, v y!) dx’ dy’. 


dG dG 


D’un autre côté, — et — seréduisentà— —"— pour x = 0, 
dx dy a + b 

z= a et y = 0 et y = b en vertu de (35). On en conclut que 

(cf. (393)) : 


dW 

dn 

D’après les propriétés de W,(P), établies au $ 17, W,(P) 

vérifie les conditions frontières (2) si f(x) satisfait à (39). 

Moyennant cette hypothèse, on voit que F = AW, + W, 
est bien une solution du problème I a. 


= 0, sur Ci 


$ 23. — Or, on peut ramener d’une façon à la fois eee 
taire et classique le cas général, où f (x) ne vérifie pas (39), a 
cas particulier que l’on vient d'examiner. En effet, dans 4), 
on a formé la série V,(x, y), du type (18), qui cornednand au 
choix ci-après des données frontières (2) : 


dn 
K étant une constante. Les singularités de W, étant beaucoup 


plus faibles que dans le cas général, où f(x) est quelconque e [f], 
on peut démontrer directement que Ÿ, est une solution du 


=K, y=0, aLTK B, 
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problème I a sus-énoncé; mais on peut le déduire aussi d’un 
résultat du prochain chapitre. Ce point acquis, soit f €[f]; 
nous prendrons (cf. [9]) : 


(43) en EU yy 
B— « 
Appelons alors ’, la série (18) correspondant au choix ci- 
après pour y=0, a <x<$: 
dy 


(44) “= f(z)—K, 


En combinant (9), (43) et (44), on voit que: 
Pak 5 
[Ré ip (f(x) —K]dx=0. 


Il s’ensuit que les conclusions du § 22 s’appliquent au pro- 
blème Ia, posé pour la donnée frontière (44): la série (18) 
correspondante forme bien une représentation de l’inconnue. 

En effet, nous avons dit, au paragraphe 8, qu’en vertu 
de la linéarité de notre problème, nos conclusions s’appli- 
quent au cas où f se présente sous forme d’une somme 
d’éléments de [f]. 


Par suite, la fonction F, : 
R= +Y¥, 


donne ainsi une représentation du type (18) de la solution 
avec la donnée frontière f e[f]. Mais on voit de suite (Cf. (18), 
(19), (43) et (44)) que le coefficient de Fourier de F, est égal 
à dun coefficient de la série (18); donc F=F,. Nous avons 
donc vérifié que pour tout f eff], la série F, déduite de f 
au moyen de (18) et (19), donne bien la solution du problème 
La: c’est le résultat à établir. 

Note. Le potentiel W,(P’), utilisé en cours de ce chapitre 
n'est défini par [38] qu'à une constante additive près. On 
choisira cette constante de manière que: 


HA dop = 0. 


CHAPITRE IV 


SOLUTION DU PROBLÈME Ib. 


§ 24. — Au § 11, nous avons construit la solution formelle 
u — définie par (6), (20) et (21) — de l’équation (16) avec la 
condition frontière (17). Rappelons que la série u est absolu- 
ment et uniformément convergente, sur D + C, ainsi que ses 
dérivées premières en x et y; donc u est, a fortiort, une fonction 
hôldérienne sur D + C. Rappelons aussi que R(x, y), définie 
par (12), (13), (14) et (16) est hôldérienne sur D + C. On 


peut toujours, sans restreindre la généralité, supposer que: 


fu(P) ds, = 0. 


En effet s’il n’en était pas ainsi, il suffirait de prendre la nou- 
velle inconnue u, : 

bo | Se ML Jp C,, 
ou la constante C, est donnée par 


2(a + b)C, = fu(P)ds, 


Il est clair que u, est une solution réguliére d’une équation 
de type (16) où il faut changer R en R — k’C,; (17) demeure 
toujours valable. 

Posons U = u dans la formule (40) : il vient (Cf. [16] et [17]), 
en reprenant les notations du § 19: 

(45) ule, y) = uP) =z ff GP, Qu(Q)dog 


— 5 [{ GP, VRQ deo. 


C’est léquation intégrale que vérifie u, solution de (16) 
vérifiant (17). 


§ 
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§ 25. — Montrons maintenant que la série (6), (20) et (21) 
est une solution de (45). En reprenant une méthode utilisée 
au chapitre 111, nous allons identifier les coefficients de Fourier 
des deux membres, où on aurait substitué à u sa représen- 
tation (6); compte tenu de (41), cela revient à vérifier la 
relation : 


identique à (20). 


§ 26. — En s'appuyant sur les résultats rappelés au $ 24, les 
raisonnements du $ 21 prouvent que le second membre de (45) 
— où on a substitué à u la série (6), (20) et (21) — possède des 
dérivées du second ordre, continues en PeD; le laplacien 
du second membre vaut: — k'u + R. Cela montre que la 
solution envisagée de (45) est aussi solution de (16). Comme la 
série (6), (20), (21) est dérivable terme à terme, (4) prouve que 
la condition frontière (17) est satisfaite. 

Ainsi, la solution formelle wu est complètement justifiée. 


$ 27. — Examinons, en particulier, le cas où f(x) =K 
(Cf. (43)). On trouvera dans [4] la forme explicite des fonctions 
correspondantes R(z, y) et P(x, y), introduites au § 10. On 
constate que ® et R présentent au point «= $, y= 0, une 
singularité du type (Cf. pour les notations, le § 4): 


e log p cos 0 — pf sin 4. 


Un résultat de la théorie des séries de Fourier 4 deux variables 
garantit alors la convergence du développement en série de 
cosinus de ®(z, y) dans D(*). La formule (13) donne donc le 
moyen de construire une représentation du type (18) de la 
fonction Ÿ,(x, y), utilisée dans les raisonnements du § 23. 

On peut, en s’appuyant sur des résultats de cette nature, 
donner la justification de la méthode de résolution par simple 
substitution de l’équation (16), avec la condition frontière me EN 
Mais il semble préférable, lorsqu’on veut rester a un niveau 
plus élémentaire, de suivre la marche esquissée ci-dessus. 


(5) Ce résultat est, d’ailleurs, valable pour R et ® correspondant à tout telf; 
mais la démonstration de ce fait général est plus délicate que celle du cas parti- 


culier; cf. [9], p. 711. 
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SUR UNE CLASSE DE SOLUTIONS 
DES ÉQUATIONS DU MOUVEMENT 
AVEC SURFACE LIBRE D’UN LIQUIDE PESANT 


par Robert GERBER. 


INTRODUCTION 


Dans ma thèse (‘) j'ai considéré le problème de la détermi- 
nation des écoulements irrotationnels et avec surface libre, 
d’un liquide parfait et pesant, dans un canal dont le fond est 
connu. J’ai en particulier obtenu des théorèmes d'existence 
concernant essentiellement des mouvements du type torrentiel, 
qui sont relativement rapides et dans lesquels les pentes de la 
ligne libre et du fond sont de même signe. 

Je me suis proposé dans le présent travail d'établir des 
théorèmes d’existence pour les mouvements du type fluvial 
qui, au contraire des précédents, sont relativement lents et 
présentent une ligne libre dont la pente est de signe contraire à 
celle du fond. 

Ce mémoire constitue un prolongement de ma thèse et 
l'instrument principal de nos démonstrations sera encore la 
théorie du point fixe de Schauder et Leray. 

Dans le chapitre 1 nous allons rappeler les notations et les 
résultats généraux de ma these, qui seront utilisés. Nous 
préciserons aussi dans ce chapitre les problémes traités et nous 
indiquerons les résultats nouveaux acquis. 

(1) Sur les solutions exactes des équations du mouvement avec surface libre d’un 


liquide pesant, J ournal de Mathématiques Pures et Appliquées, t. 34, 1955, 
pp. 185-299. Dans la suite ce Mémoire sera désigné par les initiales R. G. 


CHAPITRE PREMIER 


RAPPEL DES RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES 
ÉNONCÉ DES PROBLÈMES 


4. Schéma du mouvement. Notations. — Le mouvement irro- 
tationnel et permanent est supposé s’effectuer dans le plan 
vertical Oxy, où Oy est orienté suivant la verticale ascendante, 
et l’on introduit la variable complexe z = x + ty. Le domaine 
fluide & est limité par une paroi (S), qui est fixée, et par une 
ligne libre (L), de forme a priori inconnue. La paroi (5S) est 
supposée rectifiable, douée d’une tangente continue et d’une 
courbure bornée. On désigne par | l’abscisse curviligne d’un 
point de (5S), le sens des / croissants étant celui de l’écoulement 
qui s’effectue de la gauche vers la droite, et par @[/] l’angle 
algébrique que fait avec Oz la tangente orientée a (S) au point 
d’abscisse curviligne /. La courbe (S) est déterminée à une 
translation près par la donnée de la fonction 0[/], possédant 
une dérivée bornée et l’on suppose que le point | = 0 de (S) 
coincide avec l’origine du plan Oxy. 


2. Fonction w(¢). — Avec les hypothèses faites la détermi- 
nation d’un écoulement de débit 4, sur (S) se ramène au pro- 
blème harmonique aux limites suivant (°) : 

Soit € = 9 + tb le potentiel complexe, et soit D la bande 
du plan € d'équations — &© < 9 << + ©, 0 < v< yf. On 
demande de construire une fonction w(¢), holomorphe sur 9 


? 
et qui satisfait aux conditions cl-après : 


(2) Cf: R. G. Chap. 1, pp. 190-194, p 204. 
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de Sur } = Ÿ,, w(¢) a une limite continue f (o) + ig(?) qui 
vérifie la relation 
dg 4 
1. 1 “8 — — 1 9-9 sin 
(4. 1) = f(¢) 
où y est Paccélération de la pesanteur et V, la vitesse en un 
point particulier. 


2° Sur Ÿ = 0, w(%) a une limite continue 4[l(¢)] + ih(g) les 


fonctions inconnues /(o) et A(¢) étant liées par 
ng 
(4. 2) Uo) = | ea LU, 


3° La fonction 


ts 
(4. 3) (= elo) qv’ 


est univalente sur Ÿ. 


a ee Sw a ee he ele ee 0 0 WR! ©) e 0 Se) à Oi T'S 8) PUR BOE OS SE Wie 8) dre 0: Ce) 6) ep LE 


La fonction Z(£) précédente réalise une application conforme 
de la bande ® sur le domaine & du mouvement, dans laquelle 


les images des droites ) = 0 et ) = Ÿ, sont respectivement les 
courbes (S) et (L). 
Si V(¢,¥) désigne le vecteur vitesse au point image du point 
=o+if, et sil’on Le 
wo ( U(¢ 


p) AR (7, Ÿ) 
a (CZ 


U(s, 4) = ne. (9, ) 
ele) — “Nts 


aly 


0 


En particulier, f(+) représente l'angle algébrique que fait 
avec Ox la tangente orientée à (L) au transformé du point 


C=g+id. 


De plus, il sera commode pour ce qui suit de poser 


RE 4) nee 


(1.5) OT Sen 


Ange mn a 


362 ROBERT GERBER 


3. Système intégrodifférentiel du mouvement. — La fonction 
w(C) s'exprime sur 9 en fonction de g(¢) et de 4[l(¢)] sous forme 
d’intégrales dues à M. Villat, et, en vertu des propriétés de 
régularité de O[{(+)] et de g(¢) (*), les formules de M. Villat sont 
encore valables sur la frontière (*). 

On obtient ainsi les deux relations qui suivent entre les 
valeurs à la frontière de w(() 


1) den res du 


dé sh 37 (4 — 9) | 
ie ies UC Sy: 
tan f he—{us— 
Sie TO 
D RQ TAC OL gy 
: à she tee) 


Cela ramène le problème aux limites pour w(C) à la résolution 
du système intégro-différentiel des quatre équations (1.1), 
(4. 2), (1. 6), (4. 7) dont les inconnues sont les fonctions f (+), 
g(¢), h(¢), l(9). Une solution de ce système fournit un écoule- 
ment de débit d,, pourvu que la fonction correspondante 
z(C), définie par (1.3), soit univalente. Il a été établi dans 
R. G. Ch. 1, p. 194, que cette dernière condition avait lieu si les 
fonctions f(¢) et O[{(&)] prenaient leurs valeurs sur un même 
intervalle inférieur ou égal à 7. 


ss os eee eeaeeeees 


4. Écoulements (F). Système ©. — Dans R. G. on a consi- 
déré, en particulier, le cas simple des écoulements qui pré- 
sentent une périodicité géométrique et qui admettent des axes 
verticaux de symétrie. La fonction 0[/] est alors périodique, de 


(?) La fonction g(+) est analytique (R. G., Chap. v), et 0/1(p)] admet une dérivée 
bornée (R. G., Chap. 1, pp. 201-207). 
(*) Cf. R. G. Chap. x, pp. 202-208. 


aie eiet ae 
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période 2L,. On prend pour origine des abscisses / un point de 
symétrie de (S), que l’on appelle A. Avec cela 0[!] est impaire, 
nulle pour / = 0 et 1 = Lo. On appelle B le point | = Lo de (S), 
C et D les points de (L) qui sont sur les verticales de A et de B. 
On désigne par Lj la longueur de la projection horizontale de 


l’arc AB de (S). De plus on se donne la vitesse V, au point C. 

Il suffit dans ce cas de considérer le domaine borné & de 
l'écoulement, qui est limité par les verticales de A et de B. 
L'image de & est le rectangle D: 0 <<, 0 4% < 4, 
le nombre ¢, étant inconnu. A cause de la symétrie la fonction 
w(¢) est imaginaire pure sur les côtés + = 0, et 9 —%, du 
rectangle 9 et elle est nulle au point ¢ = 0, ) = 4, la vitesse 
devant être égale à V, au point C. 

La transformation 


(4, 8) Vus log Z+ oo ibe 


effectue l’application conforme du rectangle ® sur la demi- 
couronne circulaire (C) : 


g &pÆ 1, sat 


du plan Z = ge", le nombre q étant défini par 


| __logg _ Yo. 
en 9) = poe %o 


Les images des côtés 4 = 0, 4 = bo, (0 << %) sont les 
demi-circonférences p = g, p= 1, (0<s< 5), et la corres- 
pondance entre ces frontières est donnée par 


(4, 10) g=—tst qu 


Au moyen de cette transformation w(C), f(e), 8(¢)s h(?), Ko). 

) deviennent des fonctions de Z ou de S, que nous notons 
encore w(2), f(s), gs), A(s), Us), wl). | 

La fonction w(Z) définie sur (C), est imaginaire pure sur l'axe 

réel, et les inconnues f(s), g(s), h(s), U(s) sont définies sur le 

segment 0<s <7. Elles vérifient le système ci-dessous, qui 

se déduit du système des quatre équations (1. 1), (1. 2), (1.6), 
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(4. 7) par le changement de variable précédent, et qui tient 


compte de ce que w(Z) doit être nulle pour Z = — 1. 
dt) =F a (s)sinfle), ar) =0(u(s) = fre) 
(1, 12) U(s) = À [ete du 
(1, 13) fe)=— [7 aon oa RE s, q) du 

He aes = {of u)]N,(u, s, q) du 
(A, 14) h(s) =f [9[0(w)] OUI. (u, s, 9) de 
+= ~ Jet (u, s, g)du 


Les noyaux N,, N,, N;, N, qui ont été explicités dans R. G. 
(ch. 11, p. 217) dépendent du paramètre gq, et par suite du 
nombre ¢, qui est une inconnue. Mais on dispose dans le cas 
périodique de l’équation pe DER à 


(1, 15) {> Sah eo qu 


. . 3 Coa r 
qui exprime que la longueur de l’arc AB est fixée. 

Nous appellerons dans ce qui suit écoulements (F) les mouve- 
ments du type périodique qui satisfont de plus aux conditions 


zs O<e<q) 


<U[H]<0 (0<I<L,) 


(1, 16) 0<f(¢)< 
(1, 17) 


On considérera le problème (F ) de la détermination des écoule- 
ments (F) qui correspondent à la donnée de la paroi (S), du 
débit },, et de la vitesse V, au point C de la ligne libre. 

La paroi (S) satisfaisant à (1.17). Une solution du pro- 
blème (F) est constituée par une solution du système » des 
cinq équations (1. 11) à (1. 15) qui vérifie les inégalités (1. 16) (**). 


(5) Remarquons que les inégalités (1, 16) et (1, 17) entraînent que la condition 
d'univalence indiquée précédemment se trouve être vérifiée. 


ue » 
mo à ee 
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5. Modes de démonstration. Énoncé des résultats. — Le sys- 
tème intégro-différentiel des écoulements a été ramené dans 
R. G. à une équation fonctionnelle de la forme 


(1, 18) me x) 


où x-est un point d’un espace de Banach &, à laquelle s’applique 
la théorie du point fixe de Schauder et Leray, qui constituera 
encore l'instrument essentiel de nos démonstrations. 

Ces modes de démonstration exigent la vérification de deux 
catégories de propriétés de l’équation (1. 18). Les premières 
concernent la complète continuité de la transformation F (x); 
les secondes consistent en des limitations a priori des solutions 
éventuelles. 

On a montré dans R. G. que la condition de complète conti- 
nuité se vérifiait facilement dans le cas des mouvements à 
périodicité géométrique où l’on ne rencontre pas les difficultés 
dues aux points à l'infini. Dans notre thèse, on a pu tourner ces 
difficultés, pour les écoulements uniformes à l'infini, en utili- 
sant des artifices qui reposaient sur le fait que la quantité (9) 
restait petite pour les mouvements considérés. 

Ces artifices ne sont plus valables pour les mouvements que 
nous étudions ici, où u(¢) ne satisfait pas à cette dernière 
condition, et pour éviter ces difficultés nous ne considérons 
dans ce qui suit que les mouvements du type périodique. 

En ce qui concerne les limitations a priori des solutions, une 
partie de celles établies dans notre thèse utilisaient aussi le fait 
que la quantité u.(¢) était petite. Nous serons ainsi conduits à 
effectuer de nouvelles limitations a priori pour les écoulements 
du type (F), lorsque (9) est assez grande. 

Voici maintenant le plan de nos démonstrations. 

Dans le chapitre 11, nous modifions le système Z des équa- 
tions des écoulements périodiques, de manière que toute solu- 
tion du système ainsi modifié détermine un écoulement qui 
soit du type (F), pourvu qu’elle vérifie les inégalités 


HORS 
bo < Cte 
ule) > Cte 
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où les valeurs numériques des constantes seront précisées par 
la suite. 
Dans le chapitre 111 nous montrons que l’angle f et le rap- 


pon TTC se majorer en fonction d’une minorante pu, 


0 
et d’une majorante pu de u(9) et d’autre part que si la période 
géométrique du mouvement est assez grande vis-a-vis de la 
profondeur moyenne on peut majorer l’oscillation de (+) en 
fonction de la dénivellation de la paroi (S). 
En considérant un sous-ensemble de & défini par des iné- 
galités de la forme 


LORS TETE ES 


les méthodes de Schauder et Leray nous permettent, au cha- 
pitre 11, de conclure à l’existence de mouvements (F) relative- 
ment lents, pourvu que la dénivellation de la paroi soit petite 
et que la période géométrique soit grande, par rapport à la 
profondeur moyenne. 

Ce sont là à proprement parler des écoulements du type 
fluvial. 


see ee 


a 


Faisons remarquer que des résultats analogues à ceux du 
chapitre 11 et du chapitre 111 s’obtiendraient, avec des simplifi- 
cations, dans le cas des écoulements uniformes à l'infini pour 
lesquels : 


f(g) >0, O[I(g)] < 0, — © LP L+ 00. 


CHAPITRE II 


SUR LES ÉQUATIONS DES ÉCOULEMENTS (F) 


6. Résultats préliminaires. — Un écoulement (F) satisfait 
par définition aux conditions 

(2. 1) << 

(2. 2) — FE <o[K(s)] <0 
et il résulte de (1, 11) et de (2, 1) que 

(2. 3) “850. 


Il a été établi dans R. G. (ch. 1, p. 247) que le no yau N, de 
la. formule (1. 13) était positif, et que le noyau N, était du 
signe de u—s. Ces dernières propriétés et l'inégalité (2. 2) 
montrent que pour un écoulement (F) le premier terme du 
deuxième membre de (1.13) est positif et que le deuxième 
terme est négatif, leur somme étant positive. 

Considérons la relation 


@. 6) 02 |" [s(u)—a(e)] Nw, s 9) du 
++ [rot] .N,(u, s, q) du 


que l’on obtient en faisant f(s) = 0 dans (1. 13). Cette rela- 
tion exprime donc que w(Z) est imaginaire pure sur la demi- 
circonférence extérieure de (C). Comme w(Z) est aussi imagi- 
naire pure sur l’axe réel on peut alors, après prolongements, 
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exprimer w(Z), et g(s), en fonction de O[{(s)] au moyen de la 
formule de M. Villat (°), qui résout le problème de Dirichlet 
pour une couronne circulaire. On obtient ainsi 


(2. 5) do + [ote] (su + 3) 
+e(s—ut $)—G(e+ u+ Send Je" ut 3) [au + ce 


Les fonctions elliptiques qui entrent dans cette formule et 
dans les suivantes ont les périodes 2w,, 2w, avec 


217 

$o 

Si w(Z) est imaginaire pure sur p = 1, g(s) est dérivable. Par 
dérivation de (2. 5) on obtient 


=n, w, = — 21 log q — 


(2. 6) dE — == fo s(U, S, q) du 


avec 


Le raisonnement qui précéde montre que (2. 4) et (2. 6) sont 
équivalentes. Par suite N, étant du signe de u — s, Vinégalité 


(2. 8) ot = LL) fa ayaa 
entraine 
es =f” i) abe sas 
+— = fou o[l (u, s, g) du >0. 


D’autre part, si f(s) est nulle et si O[{(s)] est eee 
positive (car la partie réelle U de w est alors négative sur (C) et 


dg _[oU 
ds =[S sen le 


(*) H. Virxar. Aperçus théoriques sur la résistance des fluides, p. 16. 
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Il s’ensuit que l’intégrale de la formule (2.6) est positive 
quand 0[/] est négative. Il serait d’ailleurs facile de vérifier 


que le noyau N, est négatif si 0 < = Tt. 
De plus, sz 0[{] est négative, les deux quantités positives 
ai Hi 
= (LIN, 85 9) du, —+ J'oUGIN Ce 85 9) du 
0 0 
vérifient l'inégalité 


(2.10) —= ['O[M)IN( 8, 4) du 


et 


+ Dein Je 


O{2(u)|. N,(u, s, q) du 


où + est le rapport ee des périodes et où la fonction v(r) est posi- 
tive, non nulle et tend vers 1 quand 7 tend vers zéro (’). 

Pour établir (2. 10) il suffit de montrer que 

(2.11)  N(u,s, q)+ v(t) se Ni (ue, s, q) >0. 

Orona | 

(2.12) N,(u, s, q) (7) Nu, s, q) = K(s—u)—K(s +) 
en posant ("*) 


(2. 13) K(x) — Log iu(2— St) 
roosaloe—a)eaer 9] 
Si x est réel on a 


plz S)—« Ss e* 8 V/(e, —e,)(e, 2%) 


avec Ô(x) réelle, 


(7) En revenant au plan ¢ ce résultat peut s'exprimer ainsi: soient «4 = U + iT, 
et w, = U, + iT,, holomorphes dans le rectangle 0 <9 <%, 0 <P < fo, imaginaires 
pures sur les côtés p = 0, ? = 03 1 étant réelle sur Me Yo et We x étant imagi- 
naire pure. Si w, et w, ont sur ÿ = 0 une même partie réelle, de signe constant, 


alors : 
De, 4) > v(o)- [RU 


(8) Le noyau N, a été explicité dans R. G. Chap. n1, p. 217. > 
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On peut après un calcul facile exprimer K(x) au moyen 
de ê(x). On trouve 


(2. 14) 
K(x) =| (e —e,) —2 cos 6(x) V(e, —e,)(e, —e;) + (e; — el’ 
+ v(t) AE | 2e, + 2 cos 6(z) Ve, ete, —e) | 
La fonction K(x) est paire, périodique, de périodes 2w, = 27 


et 2w, et par suite on voit que l’on aura 
(2. 15) K(s—u)—K(s+u) >0 0<<F 
d’où (2. 11), pourvu que K(z) soit décroissante sur 0 < x < w,. 


a Ws . . 
Comme (x) = arg] pl x + D ) —é: | est une fonction crois- 


sante de + quand x croît de 0 à w,, K(x) sera décroissante sur 
0<2<w, si la dérivée par rapport à cosé de l’expression 
(2. 14) de K(x) est négative. Cela a lieu en particulier si 


(2. 16) 
[(e,—e) sx 2V{e, —e,)(e, —e,) 4: (e.—e,)| 2 > v(t): 


En introduisant le module k des fonctions elliptiques, en 


posant 
Ki = i} dl a. 
1 ((—1)4— 2%)? 


et en tenant compte de ce que 


(Oe ie ee = 
Kl en —2\/@, es kos /e—e 
t €, — €; 


(2. 16) s'écrit 


(2s À co 2. 0) <r: 


Le deuxième membre de (2.17) est une fonction décrois- 


sante de 7 = 7 qui est égale à 1 pour 7 = 0. 


Ay mea 
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D'après les raisonnements qui précèdent, il suffira que v(t) 
lui soit égale pour que l’inégalité (2. 10) ait lieu. Ceci établit le 
résultat annoncé. 

En vue des raisonnements ultérieurs remarquons que si 7 
est inférieur à 2 les valeurs prises par v(t) restent supérieures 
à un nombre voisin de 0,85. 


7. Equations des écoulements (F). Système X*. — Introdui- 
sons maintenant l’équation auxiliaire 
(2, 18) EE ru(s) sin f(s) —= [OU] Nitu, ai 
BY T Jo 


AT 


+ © [ofu).Ni(u s, g)du g(r)=0 


wre 6 


ou C est une constante positive, non nulle. Nous allons établir 
le résultat suivant : 

St 0[{] est négative, on peut déterminer la constante C, positive 
non nulle de manière que l'équation à la ligne libre (1. 11) et la 
condition 


(2, 19) f(s) >0 


soient péri fiées par toute solution des équations (1. 13) et (2. 18) 
qui satisfait aux inégalités. 


(2. 20) If(s\< 
(2. 21) id <M 
(2.22) ls) >> (+ M) 


où M est un nombre positif quelconque et (M) étant une fonc- 
tion de M qui est égale à zéro pour M nul, et qui prend des valeurs 
petites si M est inférieur à 1. 


DÉMONSTRATION. — Soient des fonctions f(s), gs), Us) qui 
vérifient les équations (1. 13), (2. 18) et les conditions (2. 20) 
à (2. 22). O[L] étant négative on a d’après (2. 18) 


_ (2.23) dg © [ *pfl(u)].Ne(u. s. q) du >0 
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ce qui en vertu d’un résultat du début de ce chapitre (cf. : 


(2. 8) et (2. a entraîne 


(2. 24) =f [e(u) — g(s)IN,(u. s. q) du 


rele INTONVC co 


T 


et pour f(s) qui vérifie (1. 13) 
(2. 25) fl) > —(C—1) = [ofa] Niu. Gy ait 


Le noyau N, étant positif et 6[l] négative, f (s) sera positive 
si C est supérieure à 1, ce que l’on supposera. 

En tenant compte de l'inégalité (2. 10) établie précédem- 
Zur, 


ment et de ce que w, = —" ,(2. 25) permet d'écrire 


8 Miz Stay Sha u u. S u 
(2.26) f(s) >(C—A)v(a) 2 | “O[w) Nu. s. 9) d 


et comme f(s) satisfait par hypothèse à (2. 20) 
(2.27) sin f(s) > = (C—)v(q) = i? OK EN tu 4. a) dee 


Si la quantité qui figure en valeur absolue dans (2. 18) est 
positive, l’équation (2. 18) se réduit à l’équation (1. 11). Cette 
quantité sera positive si 


(2. 28) J tm sin f(s) Se [ome 6[l(u)])N,(w, s, q) du 


et comme on a (2. 27) l'inégalité (2. 28) est une conséquence 
de l'inégalité 


Po, 246 Yo 
(2, 29) my, Fa (C —1)v(c) + > C 
qui peut s’écrire 
4. x 
(2. 30 | PA RE TA 
( ) cf. v(t). Fee 


Si Un satisfait à la condition 


(2. 31) wat So 


< 
2 
|A 


LN Se me om 
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on pourra prendre la constante C, positive, non nulle, de 
manière que (2. 30) soit vérifiée, la condition (2. 19) étant par 
ailleurs satisfaite. 

Compte tenu du comportement de la fonction v(t) indiqué 
au paragraphe 6 et de ce que rt = = 2 Yo le résultat annoncé 
se trouve établi. ae Po 

En particulier, si le nombre M de la condition (2. 21) vérifie 


(2. 32) M<1 
on aura pour la quantité e(M) de la condition (2. 22) 
(2. 33) 1+6(M)<a 


où le nombre a est à peu près égal à 1,2. 

Soit alors X* le système des cing équations (1. 12), (1. 13), 
(4. 14), (4.15), (2.18). Les résultats qui précèdent montrent 
qu il est possible de prendre la Cte de la formule (2. 18) de manière 
que toute solution de Ÿ* qui vérifie les inégalités (2. 20) à (2. 22) 
constitue une solution du problème (F). 


CHAPITRE III 


LIMITATION DES INCONNUES 


Nous établirons dans ce chapitre certaines limitatrons, a 
priori, pour les écoulements (F). 


8. Majoration de l'angle f (9). — On a le résultat suivant : sout 
un écoulement (F) pour lequel : 
(3. 1) Um <2 (P) < pm. 


On a alors 


(3. 2) FN < 


pourvu que 14, et Um vérifient la condition 


6 
(3. 3) log ™ = log th kes Sg rae eee 
DÉMONSTRATION. — Pour un écoulement (F), f(o) a un signe 


opposé au dernier terme de (1. 6) et par suite 


3.4) If@i<ler Vetoes 


shay. (u— 9) 


En décomposant l'intervalle d’intégration en 


[en o +n te] 


et en son complémentaire, n désignant un nombre positif, 


ide. 
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non nul, on obtient pour l’intégrale de la formule (3. 4) la 
majoration suivante (°) 
24 
man Max|28 
| (d? 


T 


PERS plu) A0) 
se ae 
(3. 9) 2%. | sh yy (u— 9 


du < 


a (a) | 
sds ola) log th ue 


où &(g) désigne l’oscillation de g(¢9). 
D’après les relations (1. 1), (1. 5) et les inégalités (3. 1) on a 
g 1 
3. 6 Max SE,  G(g)< log. 
( ) pic $ ES bo @(g)< 3 log Un 


En combinant les inégalités (3. 4), (3. 5), (3. 6), on obtient la 
relation 


2nu. 1 ue 1 
Zs. | SNP y PM oo th 
Bo. Vig) aloe logth 
qui, en prenant 4 = L sect 
Hu 
NE 2 + log UH 1 
8) Gi 2+geloe™-logth g - 


et la condition (3. 2) sera vérifiée si un et Ym satisfont a la rela- 
tion (3. 3). 
Donnons quelques indications sur les valeurs des paramètres 
un et Ux qui vérifient (3. 3) : 
2 
lorsque Un = = uy doit être inférieur à un nombre voisin 
de 40 et quand p,, croît, il faut que 


UM — Um << A 


A étant une fonction croissante de , qui tend vers l'infini en 
même temps que /-n- 

Enfin notons pour la suite que si fn et [ru satisfont a (3. 3) 

2 
. 5 : pee 3 

et sont supérieurs à > le rapport EM est inférieur à un nombre 
voisin de 8. L- 

(*) On trouvera le détail de ce calcul dans R. G. Chap. 1, pps 205-206, où il a 
été utilisé pour majorer une intégrale du même type. 
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9. Limitations de la vitesse et du rapport +° Aya Soit un écou- 


lement (F) qui vérifie les conditions (3. 1) où Un et ey Sont pour 
l'instant positifs, quelconques. Désignons par C* des nombres 
positifs non nuls qui peuvent se calculer en fonction de pp, Um, 
et d’une borne supérieure de la courbure de (S). 

On a évidemment pour la vitesse V sur (L) 


(3. 9) CV ea Viz CY, 
et d’aprés un résultat de R. G. chapitre 1, p. 205, il s’ensuit 


que la vitesse sur (S) satisfait à des inégalités analogues. 
On en déduit pour le paramètre 9, les limitations suivantes 


Rie Vie eee SMR < C* VL, 


d’où 
PTE 
(3. 10) Ce Sec = 
avec 
_ bo. 
(3. 11) H, anal N,; 


En vue des raisonnements qui suivent, on peut construire 
une borne supérieure plus précise du rapport 2 dans l’hypo- 
thèse où : paramètres u,, et pw vérifient (3. 3 et sont supé- 
rieurs à —- 


2 
On a en effet ('°) 


(3. 12) —_ Hy Hy, (us) 


L, étant la mesure de la demi-période du mouvement sui- 
vant Oz et l’on a indiqué à la fin du paragraphe 8 que dans les 


hypothéses précédentes le rapport FM était inférieur à un 


m 
nombre voisin de 8. On a alors sensiblement 


(3. 13) | Yo <9 He. 


(4°) On a ¢ > Li. Min V(9, 49) et V*(9, du) > vale d'où (3. 12). 


dur 
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40. Majoration de l'oscillation de u(o). — On se propose 
maintenant, pour un écoulement (F), de majorer a priori l’oscil- 
lation de u(o) par un nombre fixé, non nul, qui peut être arbi- 
trairement petit. 


Désignant par As et A; les dénivellations de la paroi (5) et 
de la ligne libre (L), et posant 


(3. 44) ds, pd 


on établira le résultat ci-après : 

Soient des écoulements (F) pour lesquels les paramètres V,, 
Y, et L, ont même valeur et qui, dans leur ensemble, satisfont 
dû ; 
dl bornée. 


T : 
St un est supérieur à? et st le rapport: iE est assez petit, ul 


aux inégalités (3. 1) et ont une courbure 


existe pour l’ensemble de ces mouvements une majorante de à, de 


la forme 
(3. 15) 6. <0 (ès) 


où la fonction (és) tend vers zéro avec son argument. 
La relation de Bernoulli fournit une inégalité de la forme 


PORTE 


et (3. 15) donnera pour l’oscillation de u(9) la majoration 
(3. 16) 1x (9) — pu] < C¥e®(8s). 


DéMonsTRATION DE (3. 15). — On a la formule 
dU 
(3. 17) [pes n)@ 
dn 


dans laquelle U(9, +) est la partie réelle de la fonction w(C), 
W{(o, L) la fonction harmonique 


0 


(3. 18) W(g, $) = sine ak 


et C le contour du rectangle 0 < 9 <m,0<Y<h. 
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Les fonctions U(9, L) et W(¢, L) satisfont aux conditions aux 
limites suivantes 


(3. 19) W(¢, 0)=0, Ul, 9) 
(3, 20) W/(0, ) = W(g,, Ÿ) = U(0, 


oU — HP) sin 


et compte tenu de ces conditions aux limites, (3. 17) s’écrit 


rar sin f(¢) _ The d 
ace bey Me) i f(¢) BUT ê 
© 


D’après les inégalités (3. 10), qui ont lieu pour l’ensemble 


( . 
des mouvements considérés, le “pay ack oe pourra être aussi 


petit que l'on veut si le rapport je est assez petit. Par suite 
si 


(9) > bn > 


et si le rapport — est assez petit on aura 


ie 


: sin [(¢) TY, a 
(3.. 23) f(o) an (12) re : PENS > 0 


en désignant, ainsi que dans ce qui suit, par C“ des nombres 
positifs non nuls, qui dépendent des grandeurs 4, V,, L, 


Max Eat ms [ene 


Sur le segment 0< 9 <q, les conditions suivantes ont lieu 


fle) >0, 9[U(e)|<0,. sin "20 


0 


et l’on déduit alors de (3. 22) et (3. 23) l’inégalité 
(3. 24) ) [# f(e sin Ta <ce fs 0 [2(9)]. cinta à 
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Les dénivellations A; et As qui sont données par 


Po d 
(3. 25) A= | sinf(~)—“?_, 
= | ‘ FE) Fe, a 
(3. 26 As=—,{ sin6[l(o)] —%— 
) S | sin [ ve, 0) 
vérifient des inégalités de la forme 
248 Po 
(3. 27) a<T ("ro de, 
(8. 28) > [0 [1(4)) de. 


Nous allons majorer l'intégrale de (3. 27). Pour cela décom- 
posons l'intervalle d'intégration en [e9,, 9, — eo] et en son 
complémentaire, € étant un nombre positif, non nul. Sur 


. TO, hs Ho. 
0<9<o, f(g) et sin étant positifs, on peut écrire 
T0 


(8. 29) [f(e)d? < 2e, Max(f| + | ** f(g) sin Fae. 


Us sin ett.) y 


En combinant les inégalités (3. 24), (3. 27), (3. 28), (3. 29) 


on obtient une relation de la forme 
te EGo te As 
A,.<C V, + C pase (Es 
ou : oL< Cr e Fe 4, ce Os. nc 
Vo € 
ce qui compte tenu ide (3. 10) s’écrit 


(3. 30) + RES tgs +c" Os 


Si l’on prend € éga à MY $s on aura 
(3. 34) < C's 


ce qui donne une maj jorante de à oy, qui est bien dela forme (3. 15) 


Remarque. — Lorsque mn est supérieur à l'inégalité 
(3. 23) a lieu pourvu que 
(3. 32) o <b 
0 


où best très voisin de : de 


CHAPITRE IV 


THEOREME D’EXISTENCE 


11. Le système des équations (1. 11) à (1. 15) des mouve- 
ments à périodicité géométrique a été ramené dans R. G. 
(ch. 11, p. 218-223) à une équation de la forme 


2 Le 


où x est un point d’un espace de Banach &, et F(x) une trans- 
formation complétement continue sur &. 

Le système Z* du problème (F) ne diffère du système pré- 
cédent que par le remplacement de l’équation (1.11) par 
l'équation (2. 18), et il est facile de s’assurer que &* peut 
aussi se mettre sous la forme d’une équation 


(4. 1) 2 Vaiss 
où F* (x) est complètement continue sur &. 

L’équation (4. 1) étant supposée construite avec les valeurs 
données des paramètres V, et |, et K étant un nombre qui 
varie de 0 à 1, nous introduirons l’équation 

(4. 2) ean (ea) 


qui se déduit de (4. 1) en remplaçant 4[1] par K6[J]. 
Supposons maintenant que V, et , satisfassent à la condi- 
tion 


41 obi lag A A 


où le nombre a a une valeur voisine de 1, 2, et soit & le sous- 
ensemble formé de & défini par les ea 


(4. 4) Un < (8) < 
(4. 5) HORS 


4. 6 bo 
(4. 6) . 


À: 
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où le nombre b est très peu inférieur à 1, et les nombres 4, et Hu 
étant supposés satisfaire à la relation (3. 3) et aux inégalités ("") 

(4. 7) a< Un y << He 

Les résultats des chapitres 11 et m1 conduisent successive- 
ment aux conclusions ci-après : 

40 Si la constante C de la formule (2. 18) est assez grande 
toute solution de l’équation (4. 2) qui appartient à & est une 
solution du problème (F) pour une paroi d’équation 0 = KOf{], 
O<I<L, (cf. paragraphe 7). On a donc pour ces solutions 
éventuelles, eu égard à (4. 7) 


(4. 8) Um < pro < (5). 


; 90 Ces solutions étant du type (F) et satisfaisant aux condi- 
tions (4.3) à (4. 7), elles vénifient les inégalités au sens strict 
(cf. paragraphes 8 et 9) : 


(4. 9) fs) < 
(4. 10) crc bcs 


pourvu que le rapport pe sort inférieur à un nombre sensible- 
0 
ment égal aa 
De plus pour ces solutions les vitesses sont bornées dans leur 
ensemble par des nombres finis, non nuls. 


30 Si la dénivellation relative à, = & de la paroi est suffi- 
Ay 


0 
samment petite, la dénivellation relative 6, = H de la ligne 
0 


libre est petite de telle manière que l’on ait pour ces solutions 


(4. 11) D (S) — Po < Bu — Ho: 


Cela est le résultat établi au paragraphe 10. 
Les inégalités (4.8), (4.9), (4. 10), (4. 11) expriment que 
lorsque 0 < K < 1 les solutions de (4.2) qui appartiennent 


(42) On pourra choisir Em inférieur à ¥, mais arbitrairement voisin de po, puis 
calculer 44 en fonction de pm de manière à ce que (3, 3) soit vérifiée. Compte tenu 
de (4, 3) on aura bien (4, 7). 
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à & sont extérieures à la frontière de &. De plus ces solutions 
sont bornées dans leur ensemble. 

L'indice total des solutions de (4. 2) qui appartiennent à & 
est donc constant lorsque K prend ses valeurs sur le segment 
Orel. 

Pour la valeur zéro du nombre K, qui correspond au cas 
d’un fond rectiligne horizontal, l’équation (4. 2) a la solution 
unique æ = 0. Cela pa une conséquence de l’inégalité (3. 24) 
avec [1] = 0, f(9) > 0 (0 < 9 <a). 

Enfin si K = 0, la transformation F*{x, K) est biunivoque 
au voisinage de = 0. En effet dans le cas contraire on aurait 


0=—, —8(¢) du 
a shay. (u—o) 


avec g(o) non identiquement nulle, ce qui exprimerait qu'il 
existe w(C), non constante, holomorphe dans la bande 9 et dont 
la partie réelle est nulle sur les côtés de 9. 

Il résulte de ces propriétés que l’indice des solutions de 
Péquation (4.2) qui appartiennent à &, lequel est constant 
lorsque 0 < K < 1, est égal à +1 pour K = 0. 

L’équation (4.1) qui correspond à K=1 admet donc au 
moins une solution sur &. 


Conclusion. — Il existe au moins une solution du problème 
(F) pourvu que 
a) 0 T° 
(4. 12) | par (a 1,2) 
(4. 13) atx ¢ (C#0,5) 


A 
et si le rapport H est suffisamment petit. 
0 


L'INTÉGRALE DE LEBESGUE 


par R. DEHEUVELS (Lille). 


Les quelques pages ci-après contiennent un exposé de 
l'intégrale de Lebesgue fait dans un cours de Calcul diffé- 
rentiel et intégral à Lille en 1956-57. Sans en garder les détails 
j'ai reproduit les démonstrations essentielles. Cet exposé, 
conçu pour « tenir » dans un cours de licence, présente peut-être 
l'avantage sur les exposés classiques, d’une économie de notions 
et d’une motivation naturelle de chaque démarche. 

L'idée de l’intégration, telle qu’elle est exposée dans Bour- 
baki par exemple, est de prolonger par complétion une forme 
linéaire positive qui définit en même temps la norme. 

Nous proposons un procédé élémentaire pour l’effectuer, 
à partir des fonctions étagées d’une mesure abstraite, qui 
évite en particulier les notions de fonction mesurable et de 
convergence en mesure ainsi que le recours au théorème de 
prolongement par continuité. 

Le lemme 2 est dû à Halmos, qui part, dans son livre « Mea- 
sure Theory», d’une mesure sur un clan (ou (anneau ») boré- 
lien et utilise les notions de fonction mesurable et de conver- 
gence en mesure, dont on peut se passer pour définir l’intégra- 
tion. 

J’ai appris que M. Zamansky, poursuivant un but analogue, 
avait introduit de nouveaux points de vue qu'il exposera 
dans des notes aux Comptes Rendus de l'Académie _ des 


Sciences. 
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I. — MESURE SUR UN ENSEMBLE 


Rappelons qu’un clan de parties d’un ensemble E est une 
famille non vide [' de parties de E satisfaisant à l’axiome : 
Ael et Bel entraînent AUBel' et A—Bef. 

Si A, Bel’, la différence symétrique : 


AAB=(A—B)U(B—A) 


appartient aussi à [, ainsi que: ANB — AUB—AAB. 
Un clan est donc stable par les opérations: U, N, A. 


ExempLes. — 1) la famille des parties finies de E. 2) sur 
R' la famille ['® des réunions finies de demi-intervalles 
bornes "fare DE DENT MERE 

Un clan borélien est un clan qui satisfait en outre à l’axiome : 


A,el, n— 1, 2, ... entraîne UA,er. 
nei 
Pour tout clan I', les réunions de familles dénombrables 
d’éléments de [' forment un clan borélien: I”, fermeture 
borélienne de [’. 


Exemp.Le. — On prouve aisément que le clan [™ de l’exem- 
ple 2 et la famille des ouverts bornés de R" engendrent le 
même clan borélien. 

Une mesure (finie) sur l’ensemble E est une «fonction 
d’ensemble » » définie sur un clan l' de parties de E, à valeurs 
dans la demi-droite réelle positive, vérifiant l’axiome d’addi- 
tipité dénombrable : 


si A,, À,, ... el’, sont deux à deux disjoints et si 
U A,el, alors “(U A,)= S LA, 
n=1 n=1 n=1 


(d’où (9) = 0). 
Cet axiome peut encore s’énoncer: 
pour toute suite décroissante B,=B,= ... d’éléments de F 
dont l’intersection est vide, lim u(B,) = 0. 
R>oo 


ee ee mn à mm 


>) , 
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Il en résulte que, si AD B: u(A—B)=uA —uB et uA >uB. 
\ 
ExempLes. — Sur le clan [” de l’exemple ci-dessus, on 
définit la mesure de Lebesgue: 


(fay ae bit 2, «in =. |b a): 


Si o est une fonction numérique croissante sur R, 
u([a<x<b])— o(b*)—o(a') est une mesure sur PF. 
Partant du clan FL sur E, considérons le cian borélien [” 
ainsi défini: Xe!” s’il existe un recouvrement de X par une 
famille dénombrable d’éléments A,, n=1, 2, ... de [. Si 
Manet NE Xe val fol’ ots reste la fermeture 
héréditaire de [”. 

La mesure vu. sur [’ permet alors de définir sur 1” une fonc- 
tion d’ensemble u*, à valeurs dans la demi-droite réelle 
augmentée de + : 


w(x) =int| À Aenea | xe Ua, | 


qui coïncide avec sur les éléments de I, et qui possède 
les propriétés suivantes : 


a) monotonie: YC X entraîne p(y) Eu); 
b) sous-additivité dénombrable : #[U x.)< y u*(X,), 


u* est appelée la mesure extérieure associée à la mesure 4. 
Un ensemble XeI” de mesure extérieure nulle : u'(X) = 
est dit négligeable : aussi petit que soit €, on peut le recouvrir 
par une suite d'A,el dont la somme des mesures est <T €. 

Les ensembles négligeables forment un clan. 


Extension d’une mesure. — Une mesure étant donnée sur 
un clan [' de E, on cherche à étendre sa définition par pas- 
sages à la limite au plus grand clan possible contenant [', en 
lui conservant naturellement ses propriétés. 

Ce problème s’insert dans un problème en apparence plus 
général, mais plus maniable. 

Dans l'algèbre % des fonctions numériques finies sur E, 
chaque partie X de E est représentée par sa fonction carac- 
téristique Ex. 

25 
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. > r ? x 
L’espace vectoriel & engendré par les 94, Ael’, est V’algébre 
des fonctions étagées sur I’, c’est-à-dire l’algèbre des combinai- 


n 
sons linéaires finies Y ca, Ajel’. 
= 1 
On vérifie que la condition nécessaire et suffisante pour 
qu’une famille À de parties de E forme un clan, est qu’il 
existe une algèbre {CF telle que XeA soit équivalent à 
ox Ed. 
On vérifie également que toute fonction de & peut s’écrire 


n 
d’une manière et d’une seule f= Ÿ cg, où les A; sont 
a 
deux à deux disjoints et les c, deux à deux inégaux. On peut 
étendre uv par linéarité à & en posant : si 
n n 
f= Sem, ulf)= Sew(A)=f fdu 
= = 
u(f) est appelée l'intégrale de f. 

L'intégrale » est une forme linéaire sur 6, positive, et 
satisfaisant en outre a la condition (équivalente a additi- 
vité dénombrable): si l’enveloppe supérieure sup f, d’une 
suite croissante de fonctions f, de &, appartient à &, on a: 
p- (sup f,) = sup & (f,). 

Réciproquement, une forme linéaire positive sur une algébre 
LC satisfaisant a la condition précédente est une mesure 
sur le clan A associé à &. 

Il est équivalent d’étendre la mesure x ou la forme linéaire 
u à une algèbre Dé. 


u. définit sur 6 la semi-norme : Nf) =f |fldu= (fl). 


n 
Si f= Ÿ cia, où les A; sont deux à deux disjoints : 
i=t 


Inégalités. — On a: | f fdp|<N,(f). 
L’ensemble des points x où f(x) 40 est un élément de [ 
que l’on peut désigner par S(f). Alors : N,(f) << sup|f|.u(S(f)). 


Si AeT, f oa.fdu= u(oa.f) est une forme linéaire sur 6 
que l’on note te fd. Mais si B appartient au clan F’ (§ I), done 


mo RS ES 


, 72 
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v 2h 04 

s'il est réunion d'une famille dénombrable quelconque d’élé- 
7 f 4 4 . 

ments de |’ (en général B & l'), on peut également définir : 


Jafdy = J on.fdu = | gnosy-fdu= fopanf dps 


|,f du est une forme linéaire sur E, et Lf 


du < N,(f). 
Si B est réunion d’une famille }A,{, d’éléments de [’ deux 
a deux disjoints (en général B ¢ |’): 


> 


Luz] fase, fav. 


n=ie An 
s=1 


(même égalité plus généralement avec A, = réunion dénom- 
brable d'éléments de |’ pour chaque n). 


u définit également pour chaque nombre réel p >1, la 
1 


semi-norme sur 6: N,(f)=| | \fPdu |". Les propriétés ci. 
dessous, faisant intervenir N, sont également valables pour 
N,. Nous avons préféré ne pas parler de N, afin de ne pas 
alourdir l’exposé. 


Il. — INTEGRATION 


L'intégrale étant définie sur les fonctions étagées, il est 
naturel d’étendre sa définition aux limites de suites {f,} de 


telles fonctions pour lesquelles la suite numérique | f.dy 
converge. _ 

Comme J i du— ff, du| << N,(fn—f,) les intégrales fs du 
d’une suite de Cauchy (pour N,) de fonctions de & tendent 
vers une limite finie. Mais peut-on associer une fonction sur 
E à une telle suite? 


Lemme 1. — Soit {f,} une suite de Cauchy (pour N,) de 
fonctions étagées de &. On peut en extraire une sutte partielle 
ifts et définir une fonction f telles que, pour tout 6>0, il 
existe un ensemble F; avec u*F; <6, la suite | fi} conver geant 
uniformément vers f sur E—F;. Il en résulte que la suite 
\fn,} converge vers f presque partout, c’est-à-dire sauf sur un 
ensemble négligeable. De plus f a une valeur finie presque 


partout. 
25. 
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Preuve. — Soient h>0O et E,,,(h) Pélément de [' défim 
par: 
Em(h) = E(|fn— fl > 
Nifm—f) = J PRE A tr "fle SRE) 


La suite 4 étant une suite de Cauchy, pour A fixé: 


lim LE, (h) = 9. 


Soit N(k) un entier tel que m, n>WN(k) entraine: 
Hunt Jde 
Posons ny =N(1}), nf Sup (mn, +1, N(k)), "Met 
considérons la suite partielle f,,, fn, --- fus ++ 
Soient E, = Ane etek =) BU ew Sicer 
fn) — TP) RE he) — 0) 
< 2e PÉTER EDR CSSS 


D’autre part u*F,< Mis Sage 


Soit 6 > 0 milange: Choisissons k tel que 2-**' <6 
et posons F; = F,. Sur E— F; la suite {f,,{ converge uni- 
formément, car 7 >t >1>k entraîne: 


Be) — fn (2)| S27 


pour tout ce kK —F;. 

Soit A l’ensemble des points où la suite {f,,} ne converge 
pas: ACF; quel que soit à > 0 done u*A = 0. 

Soit f la fonction limite de la suite {f,,} sur E— A pro- 
longée par O par exemple sur A. f est fime en tout point de 


U (E—F,) donc presque partout. 
laze d 

Lemme 2. — Si $f, et {g,} sont deux suites de Cauchy de 
fonctions étagées de & qui convergent presque partout vers la 
même fonction f, st l’on pose pour chaque Bel” (cf. § 1): 
À(B) = lim /,f, dv. et u(B) = lim |, 8, du, À et u sont des fonctions 
d'ensemble dénombrablement additives et identiques. En parti- 


culier : lim i Free link if En du. 


Ne Oe 
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Preuve. — L’additivité dénombrable de À et u s’obtient 
immédiatement par passage à la limite de la propriété ana- 
logue de |, f,dy ou |, &n du. 

QUE TE + . Fr . . . 

Soit A el’. Considérons les restrictions de toutes les fonctions 
à A. D’après le lemme 1, la convergence de deux suites par- 


telles : ! ny et} Bmp vers f est uniforme sur A—Fy avec 
uw" Fs < 0. 
Or: Pert eS oe du | entraine : 


By = Bilfs,—&m| >) ¢ Elf fl )UE(f— eal > à) 


/ 


Pour k assez grand, les deux ensembles de droite sont contenus 
dans Fs. 

Dw ol =", [SE ( ; 

gd Jap fn — gnlde + fos fag AH + Jig my de 
le premier terme est inférieur €.uA. 

Pour montrer que chacune des deux autres intégrales peut 
être rendue arbitrairement petite pour k suffisamment grand, 
il suffit de prouver qu’il existe à tel que uC < à entraîne 


Jelfalde < e pour une suite de Cauchy f,, quel que soit n: 
Soit N tel que: n, m>N entraînent NES Si 
H = Sup{ff(x), xeE, k = 1, 2, ... Nj, posons = an 
Pour n<N, uC < ¢(Cel) entraîne: liga Hoe 5 


Pour n>N: { |flde<f ifs du + [hide <a + ze 
C Cc C 
On a donc prouvé que lim Jalfag— Sm) du = 0 si Ael, 
k=> 


€ 


ce qui entraîne naturellement : lim ff du. = lim fs g, du. pour 


tout Ael’. 
L’additivité dénombrable permet de conclure que: 


lim ,, f, dy = lim fe du 
pour tout Bel”. Mais les éléments de l appartenant aux 
supports de tous les f, et g, forment une famille dénombrable 
dont la réunion est un élément Be I” en dehors duquel f est 
nulle. Donc: 


lim Jf du. = lim be (do =m nF g, du = lim f g, du. 
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Dérinirion. — Une fonction numérique f, finie ou infinie, 
sur E sera dite intégrable (pour la mesure wu) s’il existe une 
suite de Cauchy val de fonctions étagées de & qui converge 
presque partout vers f. 

L'intégrale de f sera par définition: | du = lim fits du. 
Elle ne dépend pas de la suite {f,} d’après le lemme 2. 

Propriétés immédiates. — 1. Les fonctions intégrables forment 
un espace vectoriel 1’ et Î fdu est une forme linéaire sur 1’. 

2. Si f= g presque partout et si g est intégrable, f l’est 


aussi. On peut définir l'intégrale d’une fonction qui n’est 
définie que presque partout. 


3. L’ensemble des points S(f) où f(x) ~ 0 est un élément 
de [” pour toute fonction intégrable, et il existe A-el’ tel 


que | [fdu— |, fdu| < e pour tout € > 0. 
4. Si f est intégrable, |f| l’est aussi donc f* = f+ If 


et p= lat |—lfallde < ff fo du. 


N,(f) = [\f|dv est une semi-norme sur { en vertu des 
inégalités ci-dessous. 


car J 


5. Inégalités : 
ftal<fifids, [if+ gldu < fifidu + fletdu. 


,/ du. est définie pour tout Bel”, est une forme linéaire 
sur Ÿ, et est additivement dénombrable. De plus, si Ael' et 
a<f(a)<b sur A: auA< |, fdu < buA. 

Deux questions naturelles vont nous conduire au lemme 3: 
a) si f est intégrable et nulle presque partout, ‘i fdu.=0, est-ce 
que réciproquement f>0 et |fdu=0 entraînent f=0 pp? 
b) le lemme 1 affirme que l’on peut extraire d’une suite de 
Cauchy de fonctions étagées une suite partielle {fn} conver- 
geant pp vers f. Mais si une autre suite partielle {8m,} de 
la même suite, converge pp vers une fonction g, que peut-on 
dire de f et #7 I] résultera du lemme 3 que f=g pp. En effet 
(he =lfy,— &m,|¢ est une suite de Cauchy de fonctions étagées 
qui converge pp vers la fonction |f— g| et l’on sait que 


ÎF— g\du = 0. 
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Lemme 3. — Une fonction intégrable positive dont l’inté- 
grale est nulle, est nulle presque partout. 


Preuve. — Soit f, une suite de Cauchy de fonctions étagées 
qu on peut supposer positives convergeant presque partout 
vers f. Soient h > 0 et E,(h) l'élément de l' défini par: 

E,(h) = E(f, > x) 
| frdv > fx opfn du > huk,(h). 


Pour h fixé, 5M E,(h) = 0. 
i> co is 
Le reste de la démonstration se poursuit d’une manière 
analogue à celle du lemme 1: on prouve qu’une suite par- 
tielle de jf,i converge presque partout vers zéro. 


Conséquences — Dans l’ensemble seminormé des fonctions 
définies presque partout et intégrables, considérons le sous- 
ensemble des fonctions de norme nulle, ou négligeables, 96 
et la relation d'équivalence : f~ g si f=g pp ou N,(f—g)=0. 
Les classes d’équivalence forment un espace vectoriel L' 
normé séparé. L' = {/({ 136). 


Tutorime 1. — Pour toute fonction intégrable f et tout 
< > 0, il existe une fonction étagée de & : g telle que N,(f— g) <<: 
les fonctions étagées sont partout denses dans ' et dans L'. 

Preuve. — f est limite presque partout d’une suite de Cau- 
chy {f,! de fonctions de &. Pour m fixe, (fa —fn| Converge pp 
vers |f—f,| et c’est une suite de Cauchy. Donc: 


N.(f— fn) = limn | \f, fal 
On peut choisir m assez grand pour que, quel que soit 
n > m, le second membre soit << c.q.f.d. 


TaéorèMe 2. — {' et L' sont complets. 


Preuve. — Si {g,} est une suite de Cauchy de fonctions 
intégrables, choisissons pour chaque n une fonction étagée 


f, telle que N,(f, — 8) < +. Soit f la limite presque partout 
d’une suite partielle {f,,}. f est intégrable et 
Nii 2.) NG [are Ny (fa, — 8n)- 
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1 


Pour nn, >N: N,(f—g,)<é a f est donc un point 


limite de la suite g, La convergence pour la norme sera 


on 


dite «en moyenne ». 


Tutorime 3 (ou de la convergence monotone). — Sout 


ff, une suite croissante de fonctions intégrables de limite f. 


St lim [ f, du est finie, f est intégrable et l’on a: 
[fide = [lim f,- du = lim lf. du. 


Preuve. — | fndp—{ f.d = (fn—f) du = Nulfa—fr) si 
MT F : 

Si lim | f,du. est finie, la suite {f,{ est donc une suite de 
Cauchy et converge en moyenne vers g. Une suite partielle 
de {f,} converge pp vers g qui est donc égale pp à f, d’où 
l'énoncé. 

Le corollaire suivant est évident : 

CorozLaIREe. — Soit }f,} une suite de fonctions intégrables, 
telles que f(x) < g(x) pour tout n et pour tout x, où g est inté- 
grable, alors supf, et limf, sont des fonctions intégrables et 


lim | f, du < [Tim f, du. 

Taéoreme 4 (LesesquE). — Soit {f,{ une suite de fonctions 
intégrables sur E convergeant presque partout vers une fonction f. 
Si |f,(x)|< F(a) presque partout pour tout n, où F est intégrable, 
alors : 

a) f est intégrable; 

b) la suite f, converge en moyenne vers f: lim N,(f—f,) = 0 


d'où [ fdp=lim | f,du. Bis 
Preuve. — Lim |f,,(x) —f(x)|=0 presque partout 


lim N (fu —fal) < Nm fa — fi) = 0. 
Donc lim N,(|f,—f,|) = 0. 
Ensembles mesurables et intégrables. 
Puisque 
NA, ges ee) 7 NB 8m) (hi fo) 8m) | 
<< Sup A L Ne, Sm) at Sup | nl Nifa—frn)s 


mie em 
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le produit de 2 fonctions intégrables bornées f, g est une 
fonction intégrable bornée: les fonctions intégrables bornées 
forment une algèbre G contenue dans l’espace {'. Un ensemble 
X est dit intégrable si oxe@. Les ensembles intégrables 
forment done un clan 0. La fonction u(X) — | ox du sur O 
est une mesure d’après le théorème 3. 0 contient [' et le 
clan des ensembles négligeables. 

Un ensemble mesurable est pas définition un ensemble dont 
l'intersection avec tout ensemble intégrable est intégrable. 
Les ensembles mesurables forment un clan M contenant [ 
et E. 

Si X est mesurable et f intégrable, la fonction 9x.f, égale 
à f sur X, nulle ailleurs est intégrable. En effet, si Ael’, 
XNA est intégrable donc aussi 9x,, = 9x- 94. Si geb, 


i 


n n 
à 
io 2» Ci9A ox-§ = = COXA, 


i=1 t=1 


est intégrable. Si {g,{ est une suite de Cauchy de fonctions 
de 8, convergeant presque partout vers f, fox.g,} est une suite 
de Cauchy de fonctions intégrables qui converge presque 
partout vers ox.f qui est done intégrable. 


L'intégrale {,fdu est définie par: ffdu= fox. fdu. 


C’est une forme linéaire sur {' ou L' pour chaque XeM 
et dénombrablement additive. 


Mesures de Radon sur un espace localement compact E. 
Elles sont définies comme les mesures pour lesquelles les 
fonctions continues à support compact ou de manière équi- 
valente, les ouverts relativement compacts sont intégrables. 
Toute mesure de Radon sur R* s'obtient au moyen d’une 


mesure sur le clan |” des demi-intervalles bornés, en parti- 
culier la mesure de Lebesgue. 
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